ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÀÊÑÈÎÌÀÒÈŒÅÑÊÓÞ ÒÅÎÐÈÞ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Í. È. Êàçèìèðîâ

Ïåòðîçàâîäñê 2000

ÓÄÊ 517.2

Êàçèìèðîâ Í. È. Ââåäåíèå â àêñèîìàòèœåñêóþ òåîðèþ ìíîæåñòâ: Óœåá. ïîñîáèå. — Ïåòðîçàâîäñê: Èçä-âî (íå îïð.), 2000. — 104 ñ.

Êíèãà ïðåäñòàâëßåò ñîáîé êðàòêîå èçëîæåíèå êóðñà àêñèîìàòèœåñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ è ïîñâßùåíà òåîðèè ïîðßäêîâûõ è êàðäèíàëüíûõ œèñåë, à òàêæå èçëîæåíèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòåìàòèœåñêèõ îïðåäåëåíèé â òåðìèíàõ òåîðèè ìíîæåñòâ, è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëß ïîäãîòîâêè ñïåö. êóðñîâ ïî òåîðèè ìíîæåñòâ.

Áèáëèîãð. 14 íàçâ.

Ðåöåíçåíòû:

ä.ô.-ì.í. À. Â. Èâàíîâ, ä.ô.-ì.í. Â. Ì. Òàðàðèí

© Í. È. Êàçèìèðîâ, 2000 ã.

Ñîäåðæàíèå

Ââåäåíèå 4

1 Îñíîâàíèå 10 § 1.1 Ôîðìàëüíàß àêñèîìàòèêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 § 1.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ . . . . . . . . . . . . . . . . 14 § 1.3 Îïðåäåëßåìûå îòîáðàæåíèß è ôóíêöèè . . . . . . . . . . 17 § 1.4 Îòíîøåíèß è èõ ñâîéñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 § 1.5 Íàòóðàëüíûå œèñëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 § 1.6 Ñóììû è ïðîèçâåäåíèß ìíîæåñòâ . . . . . . . . . . . . . . 28 § 1.7 Êëàññû ìíîæåñòâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2 Îðäèíàëû 36 § 2.1 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà îðäèíàëîâ . . . . . . . . . . . . . 36 § 2.2 Ðåêóðñèâíûå îïðåäåëåíèß. Ïîðßäêîâûå òèïû . . . . . . 42 § 2.3 Àðèôìåòèêà îðäèíàëîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 § 2.4 Àêñèîìà âûáîðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3 Êàðäèíàëû 63 § 3.1 Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà. Àëåôû . . . . . . . . . . . . . . . . 63 § 3.2 Êîíåœíûå è áåñêîíåœíûå ìíîæåñòâà. CH . . . . . . . . . 71 § 3.3 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû. Òåîðåìà î êâàäðàòå . . . . . . . . . 74 § 3.4 Àðèôìåòèêà êàðäèíàëîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 § 3.5 Òèïû êàðäèíàëîâ. Àêñèîìû áåñêîíåœíîñòè . . . . . . . . 83 § 3.6 Óíèâåðñàëüíûå ìíîæåñòâà. Ìåòîä ìîäåëåé . . . . . . . . 87

Ëèòåðàòóðà 97

Óêàçàòåëü îáîçíàœåíèé 98

Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü 101

1^∗

Ââåäåíèå

Èçëîæåíèå êóðñà íàœíåì ñ ðàññìîòðåíèß íàèâíîé (êàíòîðîâñêîé) òåîðèè ìíîæåñòâ [1, 2]. Äëß íàœàëà îïèøåì ßçûê (èëè ñèìâîëèêó) òåîðèè ìíîæåñòâ. Â òåîðèè ìíîæåñòâ (êàê â íàèâíîé, òàê è â ôîðìàëüíîé) ìû ëþáîé îáúåêò ñœèòàåì ìíîæåñòâîì, ò. ê., âî-ïåðâûõ, ýòî íèœóòü íå ìåøàåò íàì ìîäåëèðîâàòü ïðè ïîìîùè òåîðèè ìíîæåñòâ ðåàëüíûå îáúåêòû, à âî-âòîðûõ, ýòî óïðîùàåò ïîñòðîåíèå ñàìîé òåîðèè.

Äëß îáîçíàœåíèß ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ëàòèíñêèå áóêâû a, b, . . . , z, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ïåðåìåííûìè.

Îñíîâíîé ëîãèœåñêîé ôîðìóëîé ïðè îïèñàíèè ìíîæåñòâ ßâëßåòñß ôîðìóëà âèäà x ∈ y, ãäå ïåðåìåííûå x, y ìîãóò áûòü çàìåíåíû ëþáûìè äðóãèìè ïåðåìåííûìè. Îòìåòèì òàêæå, œòî â ôîðìóëå x ∈ y ïåðåìåííûå x, y, îáîçíàœàþùèå ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, èìåþò íåñêîëüêî áîëåå êîíêðåòíûé ñìûñë, à èìåííî, y îáîçíàœàåò íåêîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ-ìíîæåñòâ, ñðåäè êîòîðûõ åñòü ìíîæåñòâî x. Ïîýòîìó ôîðìóëà x ∈ y œèòàåòñß ¿x åñòü ýëåìåíò y£ èëè æå ¿x ïðèíàäëåæèò y£, èíîãäà òàêæå ãîâîðßò ¿y ñîäåðæèò x (â êàœåñòâå ýëåìåíòà)£. Èç îñíîâíîé, à äàëåå ìû áóäåì íàçûâàòü åå àòîìàðíîé, ôîðìóëû ìîæíî ïðè ïîìîùè ëîãèœåñêèõ ñâßçîê è êâàíòîðîâ ñòðîèòü íîâûå ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ðàçëèœíûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ. Äëß ýòîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñèìâîëû ëîãèœåñêèõ ñâßçîê è êâàíòîðîâ: ⌉ çàìåíßåò œàñòèöó ¿íå£, ∧ — ñîþç ¿è£, ∨ — ¿èëè£, → — ¿ñëåäóåò£, ⇔ — ¿òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà£, ¿ðàâíîñèëüíî£, ∀ — ¿äëß ëþáîãî£, ∃ — ¿ñóùåñòâóåò£.

Ïîñòðîåíèå ôîðìóë ïðîèñõîäèò ðåêóðñèâíî ñ èñïîëüçîâàíèåì àòîìàðíîé ôîðìóëû è ëîãèœåñêèõ ñâßçîê è êâàíòîðîâ. Òàê, ïðè ïîìîùè àòîìàðíîé ôîðìóëû ìîæíî ïîñòðîèòü ôîðìóëû: (x ∈ y) ∧ (x ∈ z), ∃x ((x ∈ z)∧⌉(x ∈ y)). Ïåðåìåííàß â ôîðìóëå íàçûâàåòñß ñâßçàííîé, åñëè îíà ñòîèò ïîä êàêèì-ëèáî êâàíòîðîì, â ïðîòèâíîì ñëóœàå îíà íàçûâàåòñß ñâîáîäíîé. Òàê, â ôîðìóëå ∃x ((x ∈ z) ∧ (⌉(x ∈ y)) ïåðåìåííàß x ñâßçàííàß, à ïåðåìåííûå y, z ñâîáîäíûå.

Ñàìè ôîðìóëû ìû òàêæå áóäåì œàñòî îáîçíàœàòü ïåðåìåííûìè, äëß ýòèõ öåëåé ìû èñïîëüçóåì ãðåœåñêèå áóêâû φ è ψ, óêàçûâàß â ñêîáêàõ, åñëè íóæíî, ïåðåìåííûå, ñâîáîäíî âõîäßùèå â ôîðìóëû. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì îáîçíàœèòü ôîðìóëó x ∈ y œåðåç φ, φ(x), φ(y), φ(x, y) èëè φ(y, x). Ïðè ýòîì âñåãäà ñëåäóåò ïîìíèòü, êàêèå èìåííî ïåðåìåííûå óêàçàíû â ñêîáêàõ, œòîáû ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ íå íàðóøàëàñü ñòðóêòóðà ôîðìóëû. Òàê, åñëè ó íàñ œåðåç φ(x) îáîçíàœåíà ôîðìóëà x ∈ y, òî φ(z) áóäåò îáîçíàœàòü ôîðìóëó z ∈ y; åñëè æå ìû îáîçíàœèëè œåðåç φ(x) ôîðìóëó y ∈ x, òî φ(z) óæå áóäåò îáîçíàœàòü ôîðìóëó y ∈ z !

Œòîáû íå èñïîëüçîâàòü ãðîìîçäêèå çàïèñè ôîðìóë (êîòîðûå ê òîìó æå œàñòî îêàçûâàþòñß íåóäîáîœèòàåìûìè), ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèß çàïèñè äëß ôîðìóë. Íèæå ïðèâîäèòñß ñïèñîê ñîêðàùåíèé, â êîòîðîì ñëåâà îò çíàœêà := ñòàâèòñß îïðåäåëßåìûé ñèìâîë, à ñïðàâà — ôîðìóëà, êîòîðóþ îí çàìåíßåò.

∀x ∈ a : φ := ∀x (x ∈ a → φ) ∃x ∈ a : φ := ∃x (x ∈ a ∧ φ) a ⊆ b := ∀x (x ∈ a → x ∈ b) a = b :=(a ⊆ b) ∧ (b ⊆ a) a ⊂ b :=(a ⊆ b) ∧ (a ≠ b) a /∈ b :=⌉(a ∈ b) a ≠ b :=⌉(a = b) Ïåðâûå äâà îïðåäåëåíèß çäåñü ßâëßþòñß íå ñîêðàùåíèßìè äëß êîíêðåòíûõ ôîðìóë, à ñõåìàìè ñîêðàùåíèé, à êàæäîå êîíêðåòíîå ñîêðàùåíèå îïðåäåëßåòñß óæå êîíêðåòíîé çàìåíîé ïåðåìåííîé φ íà íåêîòîðóþ ôîðìóëó.

Íåêîòîðûå èç ýòèõ ôîðìóë œèòàþòñß ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, à èìåííî, a ⊆ b œèòàåòñß ¿a ñîäåðæèòñß â b£ èëè ¿a åñòü ïîäìíîæåñòâî b£, a ⊂ b — ¿a åñòü ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî b£.

Âñå îáîçíàœåíèß, ïðèâåäåííûå òóò, ñòàíäàðòíû è âñòðåœàþòñß âî âñåõ îáëàñòßõ ìàòåìàòèêè. Çàìåòèì, œòî ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ ìû îïðåäåëßåì, à íå ðàññìàòðèâàåì åãî êàê íåœòî ïðåäîïðåäåëåííîå, è âûðàæàåò îíî òîò ôàêò, œòî ìíîæåñòâà, ñîñòîßùèå èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, ðàâíû.

Êðîìå îáîçíàœåíèß ôîðìóë èñïîëüçóþòñß òàêæå îáîçíàœåíèß äëß ìíîæåñòâ. Ýòî ñâßçàíî ñ òåì, œòî ìíîæåñòâà ìîæíî çàäàâàòü ïîñðåäñòâîì íåêîòîðûõ ôîðìóë. Íàïðèìåð, äëß îáîçíàœåíèß ìíîæåñòâà, ñîñòàâëåííîãî èç äâóõ ýëåìåíòîâ x, y, èñïîëüçóåòñß ñèìâîë {x, y}. Îïðåäåëåíèå òàêîãî ìíîæåñòâà œåðåç îïèñàíèå åãî ýëåìåíòîâ îñóùåñòâëßåòñß óêàçàíèåì ôîðìóëû φ(z) := z = x ∨ z = y, ò. å. ìíîæåñòâî {x, y} ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ z, äëß êîòîðûõ èñòèííî φ(z). Òàêîé ñïîñîá îïèñàíèß ìíîæåñòâ ìû è çàôèêñèðóåì â ñëåäóþùèõ îáîçíàœåíèßõ (îáûœíî èõ ïðèíßòî íàçûâàòü òåðìàìè). Œåðåç {x| φ(x)} óñëîâèìñß îáîçíàœàòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ x, äëß êîòîðûõ φ(x) èñòèííî,^1 äàëåå ïîëîæèì:

{a, b} :={x| x = a ∨ x = b} {a} :={a, a} a ∩ b :={x| x ∈ a ∧ x ∈ b} a ∪ b :={x| x ∈ a ∨ x ∈ b} a \ b :={x| x ∈ a ∧ x /∈ b} ∪a :={x| ∃y ∈ a : x ∈ y} Exp(a) :={x| x ⊆ a} S(a) := a ∪ {a} ∅ :={x| x ≠ x} Ïîíßòíî, œòî âñå ýòè òåðìû, êðîìå S(a), èìåþò ñâîè íàçâàíèß, è âñå ýòè íàçâàíèß ñòàíäàðòíû äëß ëþáîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè. Íàïðèìåð, a∩b îáîçíàœàåò ïåðåñåœåíèå ìíîæåñòâ a è b, òåðì Exp(a) îáîçíàœàåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà a è íàçûâàåòñß ýêñïîíåíòîé èëè ñòåïåííûì ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà a, à òåðì {a}, îáîçíàœàþùèé îäíîòîœåœíîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåòñß ñèíãëǻòîì. Òåðì S(a) áóäåò èñïîëüçîâàòüñß íàìè äîñòàòîœíî œàñòî ïðè èçëîæåíèè êóðñà, ïîýòîìó ìû ââåäåì íàçâàíèå è äëß íåãî. Ìíîæåñòâî S(a) áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäóþùèì çà ìíîæåñòâîì a. Åñëè ðàñêðûòü åãî îïðåäåëåíèå áîëåå ïîäðîáíî, òî íåòðóäíî çàìåòèòü, œòî äëß âñßêîãî ýëåìåíòà x ∈ S(a) èìååò ìåñòî x ∈ a ∨ x = a. Ýòî ìíîæåñòâî íà îäèí ýëåìåíò ðàñøèðßåò ìíîæåñòâî a, äîáàâëßß â êàœåñòâå ýëåìåíòà ñàìî ìíîæåñòâî a.

1Òàêîé ñïîñîá îïèñàíèß ìíîæåñòâ çàñòàâëßåò íàñ èñïîëüçîâàòü òåðìû, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò ñâßçàííûå ïåðåìåííûå è ôîðìóëû: â òåðìå {x| φ(x)} ïåðåìåííàß x ñâßçàíà, à ôèãóðíûå ñêîáêè èãðàþò çäåñü ðîëü êâàíòîðà ñ òåì ëèøü îòëèœèåì, œòî â èòîãå ìû ïîëóœàåì íå ôîðìóëó, à òåðì. Òàêèì îáðàçîì, ßçûê, êîòîðûé ìû îïèñûâàåì ñåéœàñ, íå ßâëßåòñß ßçûêîì ïåðâîãî ïîðßäêà [3, 4]. Ïîñêîëüêó ßçûêè ïåðâîãî ïîðßäêà èìåþò íåñêîëüêî ïðåèìóùåñòâ (ñ òîœêè çðåíèß ïðîñòîòû èõ èçóœåíèß) ïåðåä îñòàëüíûìè ßçûêàìè, òî â § 1.1 ìû ïîñòðîèì òåîðèþ ìíîæåñòâ â ßçûêå ïåðâîãî ïîðßäêà — áåç èñïîëüçîâàíèß ïîäîáíûõ òåðìîâ.

Èç îïðåäåëåíèß ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ íåòðóäíî çàêëþœèòü, œòî äëß êàæäîãî ìíîæåñòâà x èñòèííî x = x, ïîýòîìó â ïóñòîì ìíîæåñòâå ∅ íåò íè åäèíîãî ýëåìåíòà. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ íàì òàêæå íåîáõîäèìî äëß ïîñòðîåíèß òåîðèè ìíîæåñòâ, êàê, íàïðèìåð, œèñëî íîëü â àðèôìåòèêå. Òàê êàê ìû õîòèì â ðåçóëüòàòå ïåðåñåœåíèß ìíîæåñòâ âñßêèé ðàç ïîëóœàòü ìíîæåñòâî, òî ìû îáßçàíû ïðåäóñìîòðåòü è òîò ñëóœàé, êîãäà äâà ìíîæåñòâà, ïåðåñåœåíèå êîòîðûõ ìû èùåì, íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ, ò. å. èõ ïåðåñåœåíèåì ßâëßåòñß ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Íà ýòîì çàâåðøàåòñß îïèñàíèå ßçûêà òåîðèè ìíîæåñòâ.^2 Ñ ñàìîãî íàœàëà ìû ïðåäïîëîæèëè, œòî âñå ìíîæåñòâà, êàêèå ìû ðàññìàòðèâàåì â íàèâíîé (êàíòîðîâñêîé) òåîðèè ìíîæåñòâ ïðåäñòàâëßþò èç ñåáß ïðîèçâîëüíûå íàáîðû ìíîæåñòâ, íèêàêèõ äðóãèõ îãðàíèœåíèé íà ïîíßòèå ìíîæåñòâà ìû íå íàêëàäûâàëè. Ïîêàæåì, œòî òàêîå äîñòàòîœíî ïðîèçâîëüíîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà íå ìîæåò áûòü êîððåêòíûì ñ òîœêè çðåíèß ëîãèêè, èáî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðåœèþ. Ñëåäóþùèé ïàðàäîêñ, êîòîðûé ìû ïîëóœèì çäåñü, íàçûâàåòñß ïàðàäîêñîì Ðàññåëëà.

Ïîñêîëüêó àòîìàðíàß ôîðìóëà x ∈ y, âûðàæàþùàß ïðèíàäëåæíîñòü ìíîæåñòâà x ê ìíîæåñòâó y, èìååò ñìûñë äëß ëþáûõ ìíîæåñòâ x è y, íèœòî íå ìåøàåò íàì ðàññìîòðåòü òàêîé åå âèä: x ∈ x. Ñ òîœêè çðåíèß çäðàâîãî ñìûñëà ôîðìóëà x ∈ x äîëæíà áûòü ëîæíîé äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà x, èáî ìû ñœèòàåì, œòî œàñòü íåêîåãî îáúåêòà (â äàííîì ñëóœàå ìíîæåñòâà) íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ñàìèì ýòèì îáúåêòîì. Ïîýòîìó ìû ââîäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: ìíîæåñòâî x òàêîå, œòî x /∈ x, íàçûâàåòñß ðåãóëßðíûì, à ìíîæåñòâî x, äëß êîòîðîãî x ∈ x, íàçîâåì ñèíãóëßðíûì.

Ñíîâà íàì íèœòî íå ìåøàåò ñîáðàòü âñå ðåãóëßðíûå ìíîæåñòâà â îäíî ìíîæåñòâî R, òîœíåå, R :={x| x /∈ x}. Ïîïûòàåìñß òåïåðü îòâåòèòü íà ñëåäóþùèé âîïðîñ: ðåãóëßðíî èëè ñèíãóëßðíî ìíîæåñòâî R? Ïðåäïîëîæèì, œòî ìíîæåñòâî R ðåãóëßðíî, ò. å. R /∈ R. Íî òîãäà R óäîâëåòâîðßåò òîìó ñâîéñòâó, êîòîðûì îíî ñàìî îïðåäåëåíî, çíàœèò, R ∈ R. Ïðîòèâîðåœèå. Ïðåäïîëîæèì òîãäà, œòî R ñèíãóëßðíî, ò. å. R ∈ R. Íî òîãäà R íå óäîâëåòâîðßåò òîìó ñâîéñòâó, êîòîðûì îïðåäåëåíû åãî ýëåìåíòû, ñëåäîâàòåëüíî, R /∈ R. Ïðîòèâîðåœèå.

Èòàê, ìíîæåñòâî R íå ðåãóëßðíî è íå ñèíãóëßðíî, œåãî áûòü íå ìîæåò, åñëè ìû ïðèíèìàåì çàêîí èñêëþœåííîãî òðåòüåãî (ëèáî A, ëèáî íå A). Òàê ìîæåò áûòü, R — íå ìíîæåñòâî?

2Áîëåå ïîäðîáíî î ßçûêàõ òåîðèè ìíîæåñòâ è èõ àíàëèç ñì. â [3, 4].

Ïîëóœåííûé ïàðàäîêñ, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñß, äîêàçûâàåò íåñîñòîßòåëüíîñòü ñàìîé èäåè ìíîæåñòâà, êàê âûñøåé òîœêè àáñòðàêöèè â ìàòåìàòèœåñêèõ íàóêàõ. Íà ñàìîì æå äåëå âåñü òîò ïóòü, êîòîðûé ìû ïðîøëè ïðè ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâ è ïðè ðàññìîòðåíèè ïàðàäîêñà Ðàññåëëà, óæå äàåò ïðåäïîñûëêè ê ðåøåíèþ ýòîãî ïàðàäîêñà. Ìû ñ ñàìîãî íàœàëà ñœèòàëè, œòî ìíîæåñòâî åñòü ïðîèçâîëüíàß ñîâîêóïíîñòü (ìíîæåñòâ), œòî ïðèâåëî ê ïîñòðîåíèþ ïàðàäîêñàëüíîãî ìíîæåñòâà R. Íàñêîëüêî âåëèêî ýòî ìíîæåñòâî, ìû òàêæå íå çíàåì, èáî ìû ïðåäïîëîæèëè ñóùåñòâîâàíèå ñèíãóëßðíûõ ìíîæåñòâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðåäïîëîæèòü, œòî âñå ìíîæåñòâà ðåãóëßðíû, òî R áóäåò ïðîñòî ìíîæåñòâîì âñåõ ìíîæåñòâ. Êîíåœíî, ýòî íå èçáàâëßåò íàñ îò ïðîòèâîðåœèß, íî çàòî äàåò ïîâîä ïîïûòàòüñß èñêëþœèòü èç ðàññìîòðåíèß ñèíãóëßðíûå ìíîæåñòâà, à òàêæå ¿ñëèøêîì áîëüøèå£ ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ ïóòåì íàâßçûâàíèß ìíîæåñòâàì íåêîòîðûõ óñëîâèé èëè, êàê ïðèíßòî ãîâîðèòü, àêñèîì.

Ìû ïîéäåì ïðèìåðíî ïî òîìó æå ïóòè, êàêèì â ñâîå âðåìß ïîøåë Öåðìåëî, îïóáëèêîâàâøèé âïåðâûå â 1908 ãîäó íåêîòîðûå àêñèîìû òåîðèè ìíîæåñòâ, êîòîðûå áûëè âïîñëåäñòâèè äîïîëíåíû Ôðåíêåëåì. Ìû âîñïîëüçóåìñß ìåòîäîì ôîðìàëèçàöèè Ãèëüáåðòà, êîòîðûé âïåðâûå áûë ïðèìåíåí Ãèëüáåðòîì ïðè ïîñòðîåíèè ôîðìàëüíîé àêñèîìàòèœåñêîé ãåîìåòðèè [5] (œåì, ñîáñòâåííî, áûëà çàêðûòà ïðîáëåìà ïßòîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà) è ðàçâèò â åãî ñîâìåñòíîì ñ Áåðíàéñîì ôóíäàìåíòàëüíîì òðóäå ¿Îñíîâàíèß ìàòåìàòèêè£ [6].

Äëß ýòîãî ìû ïîïûòàåìñß îïðåäåëèòü îñíîâíûå òðåáîâàíèß ê ìíîæåñòâàì òàê, œòîáû èçáåæàòü èçâåñòíûõ ïàðàäîêñîâ íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ è â òî æå âðåìß ñîõðàíèòü óðîâåíü àáñòðàêöèè ïîíßòèß ìíîæåñòâà.

Ïåðåœèñëèì íåêîòîðûå èç ýòèõ òðåáîâàíèé.

1) Îñíîâíîå ñâîéñòâî ðàâåíñòâà (ïî Ãèëüáåðòó [6]), çàêëþœàþùååñß â ñëåäóþùåì: åñëè x = y, òî åñëè èñòèííî φ(x), òî òàêîâî æå è φ(y). Ýòî ñâîéñòâî ìíîæåñòâ ìû áóäåì íàçûâàòü îáúåìíîñòüþ.

2) Ñóùåñòâîâàíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅.

3) Èç äâóõ ìíîæåñòâ x è y ìîæíî ïîëóœèòü ïàðó ìíîæåñòâ {x, y}, êîòîðàß òàêæå áóäåò ìíîæåñòâîì.

4) Äëß âñßêîãî ìíîæåñòâà x êî ìíîæåñòâàì îòíåñåì è åãî îáúåäèíåíèå ∪x.

5) Äëß âñßêîãî ìíîæåñòâà x ìíîæåñòâîì íàçîâåì è åãî ñòåïåíü Exp(x).

6) Åñëè x ìíîæåñòâî, à φ(z) — ôîðìóëà, òî ìíîæåñòâîì áóäåò òàêæå è {z| z ∈ x ∧ φ(z)}. 7) Âñå ìíîæåñòâà áóäåì ñœèòàòü ðåãóëßðíûìè.

Âñå ýòè òðåáîâàíèß, êðîìå ïîñëåäíåãî, îòðàæàþò êîíñòðóêòèâíûå àêñèîìû ìíîæåñòâ, ò. å. àêñèîìû, ßâëßþùèåñß, ïî ñóòè, ïðàâèëàìè äëß ïîñòðîåíèß ìíîæåñòâ, îòïðàâëßßñü îò ïóñòîãî ìíîæåñòâà. Îäíàêî ýòèõ àêñèîì åùå îêàçûâàåòñß íåäîñòàòîœíî äëß òîãî, œòîáû ôîðìàëèçîâàòü â òåîðèè ìíîæåñòâ áîëüøèíñòâî ìàòåìàòèœåñêèõ ðåçóëüòàòîâ, íàïðèìåð, èç-çà îòñóòñòâèß àêñèîìû áåñêîíåœíîãî ìíîæåñòâà. Ïîëíûé íàáîð àêñèîì, ïðåäñòàâëßþùèé ñåãîäíß ôîðìàëüíóþ òåîðèþ ìíîæåñòâ Öåðìåëî—Ôðåíêåëß âêëþœàåò äåâßòü àêñèîì, ñ ôîðìóëèðîâêè êîòîðûõ ìû è íàœíåì ðàññìîòðåíèå àêñèîìàòèœåñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ.

Ãëàâà 1

ÎÑÍÎÂÀÍÈÅ

§ 1.1 Ôîðìàëüíàß àêñèîìàòèêà

Ïðåäìåò èçóœåíèß äàííîãî ïàðàãðàôà ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ßçûê ïåðâîãî ïîðßäêà (èáî â êàœåñòâå òåðìîâ ìû èñïîëüçóåì òîëüêî ïåðåìåííûå), áîëåå ïðîñòîé, œåì òîò, ñ êîòîðûì ìû èìåëè äåëî âî ââåäåíèè, ñ íàáîðîì àêñèîì, êîòîðûå ìû ïðèâåäåì œóòü ïîçæå. SSçûê, êîòîðûé ìû îïèøåì çäåñü, ïî òðàäèöèè ìû áóäåì íàçûâàòü ZF — ïî ïåðâûì áóêâàì ñîçäàòåëåé àêñèîìàòèœåñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî (Zermelo) è Ôðåíêåëß (Fraenkel). Ýòîò æå ñèìâîë (ZF) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü è äëß îáîçíàœåíèß òîëüêî àêñèîìàòèêè íàøåé òåîðèè.

Êàê è ïðåæäå, ìû èñïîëüçóåì çäåñü ëàòèíñêèå áóêâû a, b, . . . , z â êàœåñòâå ïåðåìåííûõ, ïðîáåãàþùèõ ìíîæåñòâà, ãðåœåñêèå áóêâû φ è ψ â êàœåñòâå îáîçíàœåíèé ôîðìóë è ïðèíèìàåì âñå òå ïðàâèëà ïîñòðîåíèé ôîðìóë è ñîêðàùåíèé çàïèñè ôîðìóë, î êîòîðûõ øëà ðåœü âî ââåäåíèè.^1

Àêñèîìàòèêà ZF (ïî Êîëìîãîðîâó [4]) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñëåäóþùèé ñïèñîê àêñèîì.

S1. Àêñèîìà ýêñòåíñèîíà́ëüíîñòè (îáúåìíîñòè): x = y → (x ∈ z → y ∈ z). S2. Àêñèîìà ïóñòîãî ìíîæåñòâà: ∃u ∀z z /∈ u. 1Ìû ïîêà èçáåãàåì èñïîëüçîâàíèß ñîêðàùåíèé äëß çàïèñè ìíîæåñòâ (òåðìîâ), êîòîðûå áûëè óæå îïðåäåëåíû âî ââåäåíèè, ïîñêîëüêó õîòèì ñôîðìóëèðîâàòü àêñèîìû â ìàêñèìàëüíî ïðîñòîì ßçûêå, ñì. [3, 4].

S3. Àêñèîìà ïàðû: ∃u ∀z (z ∈ u ⇔ (z = x ∨ z = y)). S4. Àêñèîìà îáúåäèíåíèß (ñóììû): ∃u ∀z (z ∈ u ⇔ ∃v (z ∈ v ∧ v ∈ x)). S5. Àêñèîìà ñòåïåííî́ãî ìíîæåñòâà (ýêñïîíåíòû): ∃u ∀z (z ∈ u ⇔ z ⊆ x). S6[φ]. Ñõåìà àêñèîì ñîäåðæàòåëüíîñòè (âûäåëåíèß): ∃u ∀z (z ∈ u ⇔ z ∈ x ∧ φ(z)), ãäå ôîðìóëà φ(z) ßçûêà ZF íå ñîäåðæèò ñâîáîäíî ïåðåìåííîé u.

S7. Àêñèîìà ðåãóëßðíîñòè (ôóíäèðîâàíèß): (∃z z ∈ x) → (∃z ∈ x : ⌉∃u (u ∈ z ∧ u ∈ x)). S8[φ]. Ñõåìà àêñèîì ïîäñòàíîâêè: ∃u ∀z (z ∈ u ⇔ ∃x ∈ v : φ(x, z) ∧ ∀w (φ(x, w) → z = w)), ôîðìóëà φ(x, z) íå ñîäåðæèò ñâîáîäíî ïåðåìåííûõ u è v.

S9. Àêñèîìà áåñêîíåœíîñòè: ∃u (∀z (∀x x /∈ z) → z ∈ u ∧ ∀z ∈ u : (∀v (∀x x ∈ v ⇔ x ∈ z ∨ x = z) → v ∈ u)). Íåòðóäíî óáåäèòüñß â òîì, œòî ïåðâûå ñåìü àêñèîì S1–S7 ïðàêòèœåñêè â òîœíîñòè ïîâòîðßþò òå òðåáîâàíèß ê ìíîæåñòâàì, êîòîðûå áûëè íàìè ñôîðìóëèðîâàíû âî ââåäåíèè. Íàïðèìåð, àêñèîìà S2 âûðàæàåò ñóùåñòâîâàíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà, äëß ýòîãî äîñòàòîœíî âîñïîëüçîâàòüñß îïðåäåëåíèåì òåðìà ∅, ïðèâåäåííîãî íàìè âî ââåäåíèè. Àêñèîìà S1 èìååò áîëåå òðèâèàëüíûé âèä, œåì íàøå òðåáîâàíèå 1). Îêàçûâàåòñß, œòî àêñèîìû S1 äîñòàòîœíî äëß âûïîëíåíèß 1), î œåì ñâèäåòåëüñòâóåò ñëåäóþùàß òåîðåìà î ðàâåíñòâå ìíîæåñòâ. Òåîðåìà 1.1. Ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ óäîâëåòâîðßåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) x = x äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà x.

2) äëß ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû φ(x) ñî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x: x = y → (φ(x) → φ(y))

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèß ðàâåíñòâà è ïðàâèë âûâîäà, äëß ïðîâåðêè âòîðîãî íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñß âñåìè ñîêðàùåíèßìè äëß ôîðìóë è ïðàâèëàìè âûâîäà (ñì. [6]), à òàêæå àêñèîìîé S1.

Ñíàœàëà çàìåòèì, œòî ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ ñèììåòðèœíî, ò. å. èç x = y âûòåêàåò y = x, œòî ïðîâåðßåòñß íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ ôîðìóëû ðàâåíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèß 2) ïðîâîäèòñß èíäóêòèâíî ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû φ, à àêñèîìà S1 ßâëßåòñß áàçîé èíäóêöèè. Èìåííî, ñíàœàëà íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, œòî 2) ñïðàâåäëèâî â òîì ñëóœàå, êîãäà φ(x) ßâëßåòñß àòîìàðíîé ôîðìóëîé. Ïðè ýòîì φ ìîæåò èìåòü îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ: ëèáî φ(x) := z ∈ x, ëèáî φ(x) := x ∈ z. Ïîíßòíî, œòî âìåñòî z ìîæíî ïîäñòàâèòü ëþáóþ äðóãóþ ïåðåìåííóþ. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèß 2) äëß ôîðìóëû z ∈ x âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèß ðàâåíñòâà (ñì. Ââåäåíèå); äëß ôîðìóëû x ∈ z óòâåðæäåíèå 2) åñòü â òîœíîñòè àêñèîìà S1.

Èòàê, 2) âûïîëíßåòñß äëß àòîìàðíîé ôîðìóëû. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, œòî 2) âåðíî äëß ôîðìóë φ(x) è ψ(x). Òåïåðü íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, œòî 2) áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëß ôîðìóë ⌉φ(x), φ(x) ∧ ψ(x), ∃z φ(x, z), ãäå z ñâîáîäíî âõîäèò â φ. Âñå ïðîœèå ôîðìóëû ßâëßþòñß êîìáèíàöèßìè ïåðåœèñëåííûõ òîëüêî œòî ôîðìóë, ïîýòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè èõ ðàññìàòðèâàòü.^2

Ðàññìîòðèì ñíàœàëà ⌉φ(x). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ x = y → (φ(x) → φ(y)), îòêóäà çàìåíîé ïåðåìåííûõ ïîëóœàåì y = x → (φ(y) → φ(x)). Èç ñèììåòðèœíîñòè ðàâåíñòâà è ïî ïðàâèëó êîíòðàïîçèöèè [6] ïîëóœàåì x = y → (⌉φ(x) →⌉φ(y)), œòî è òðåáîâàëîñü.

Ðàññìîòðèì òåïåðü φ(x) ∧ ψ(x). Ïîñêîëüêó â ñèëó ïðåäïîëîæåíèß èìååì x = y → (φ(x) → φ(y)), x = y → (ψ(x) → ψ(y)), òî ïî ïðàâèëó ñîåäèíåíèß âûâîäîâ [6] ïîëóœèì: x = y → (φ(x) → φ(y)) ∧ (ψ(x) → ψ(y)), 2Äåéñòâèòåëüíî, φ ∨ ψ ⇔⌉(⌉φ∧⌉ψ); φ → ψ ⇔⌉φ ∨ ψ; [φ ⇔ ψ] ⇔ (φ → ψ) ∧ (ψ → φ); ∀x φ ⇔⌉(∃x ⌉φ).

îòêóäà ïî ïðàâèëó ââåäåíèß êîíúþíêöèè [6] çàêëþœàåì: x = y → (φ(x) ∧ ψ(x) → φ(y) ∧ ψ(y)). Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ôîðìóëó ∃z φ(x, z). Èç ïðåäïîëîæåíèß x = y → (φ(x, z) → φ(y, z)) ïî ïðàâèëó ââåäåíèß êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèß [6] ïîëóœàåì x = y → (φ(x, z) → ∃t φ(y, t)), îòêóäà êîíòðàïîçèöèåé ïðèõîäèì ê x = y → (∀t ⌉φ(y, t) →⌉φ(x, z)), ãäå ïðèìåíßåì ïðàâèëî ââåäåíèß êâàíòîðà âñåîáùíîñòè [6]: x = y → (∀t ⌉φ(y, t) → ∀t ⌉φ(x, t)), îòêóäà çàìåíîé ïåðåìåííûõ è ïî ïðàâèëó êîíòðàïîçèöèè ïîëóœèì: x = y → (∃z φ(x, z) → ∃z φ(y, z)). Èòàê, ìû ïîêàçàëè, œòî ïðè ïîñòðîåíèè ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû, îòïðàâëßßñü îò àòîìàðíîé ôîðìóëû, íà êàæäîì øàãå ïîñòðîåíèß ôîðìóëà óäîâëåòâîðßåò ñâîéñòâó 2). Òàêèì îáðàçîì, äëß ëþáîé çàäàííîé ôîðìóëû φ(x) ñâîéñòâî 2) âûïîëíåíî.

Äàííàß òåîðåìà î ðàâåíñòâå ïîêàçûâàåò, œòî ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ, îïðåäåëåííîå íàìè œåðåç àòîìàðíóþ ôîðìóëó ïðèíàäëåæíîñòè, óäîâëåòâîðßåò àêñèîìàì ðàâåíñòâà, ñôîðìóëèðîâàííûì Ãèëüáåðòîì â ¿Îñíîâàíèßõ ìàòåìàòèêè£ [6].

Àêñèîìà ðåãóëßðíîñòè âûðàæàåò íåñêîëüêî èíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâ, œåì òî, êîòîðîå áûëî îáîçíàœåíî íàìè 7), à èìåííî: â êàæäîì ìíîæåñòâå åñòü íàèìåíüøèé ïî ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíò. Ïîœåìó ýòî òàê, íàì åùå ïðåäñòîèò âûßñíèòü. Îáûœíî ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðßþùèå àêñèîìå S7, íàçûâàþò ôóíäèðîâàííûìè (ñì., íàïðèìåð, [7, 8]), œòî îòìåœåíî íàìè â íàçâàíèè àêñèîìû. Íà ñàìîì äåëå, ëþáîå ôóíäèðîâàííîå ìíîæåñòâî ðåãóëßðíî, î œåì òàêæå ïîéäåò ðåœü â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Ðîëü ñõåìû àêñèîì ïîäñòàíîâêè è àêñèîìû áåñêîíåœíîñòè ìû óñòàíîâèì íåìíîãî ïîçäíåå, êîãäà óæå áóäåò íàêîïëåí íåêîòîðûé îïûò ðàáîòû ñ ìíîæåñòâàìè.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðåëè ôîðìàëüíóþ àêñèîìàòèêó òåîðèè ìíîæåñòâ è ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìàëüíûé ßçûê ZF. Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñß òîëüêî ßçûêà ZF ïðè ïîñòðîåíèè òåõ èëè èíûõ îáúåêòîâ â òåîðèè ìíîæåñòâ è ïðè äîêàçàòåëüñòâå åå òåîðåì. Ýòî íåðàçóìíî, ò. ê. ôîðìàëüíûé ßçûê, áóäóœè œðåçâûœàéíî ñòðîãèì èíñòðóìåíòîì, íå ßâëßåòñß óäîáîœèòàåìûì ßçûêîì. Ïîýòîìó œàùå âñåãî ìû áóäåì ïðèìåíßòü ðàçãîâîðíûé (ðóññêèé) ßçûê è ñîêðàùåíèß äëß òåðìîâ, ïðèíßòûõ íàìè âî ââåäåíèè, îäíàêî ïðè ýòîì íå ñëåäóåò çàáûâàòü î òîì, œòî âñå íàøè ðàññóæäåíèß î ìíîæåñòâàõ äîëæíû ôîðìàëèçîâûâàòüñß â ZF.

Âñå ïîñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå òåîðèè íàçûâàåòñß ñîäåðæàòåëüíîé œàñòüþ òåîðèè ìíîæåñòâ, èáî ïîä ìíîæåñòâàìè ìû áóäåì âñå æå ïîíèìàòü íå œèñòî ôîðìàëüíûå òåðìû, à íåêîòîðûå âïîëíå ïîíßòíûå íàì îáúåêòû.

§ 1.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ

Ïðèâåäåì çäåñü åùå ðàç ñîêðàùåíèß çàïèñè ìíîæåñòâ, èñïîëüçóåìûå â íàøåì èçëîæåíèè: {x| φ(x)}, {a, b}, a ∩ b, a ∪ b, a \ b, ∪a, Exp(a), S(a), ∅. Òî, œòî áîëüøèíñòâî èç ýòèõ òåðìîâ ßâëßþòñß ìíîæåñòâàìè, íàì åùå ïðåäñòîèò äîêàçàòü. À ñåéœàñ óñëîâèìñß, œòî â êàœåñòâå ïåðåìåííûõ, îáîçíàœàþùèõ ìíîæåñòâà, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî ñòðîœíûå ëàòèíñêèå áóêâû a, b, . . . , z, íî òàêæå çàãëàâíûå A, B, . . . , Z, êðîìå S (îíà çàíßòà ó íàñ äëß îáîçíàœåíèß ïîñëåäóþùåãî ìíîæåñòâà), âñå ãðåœåñêèå, êðîìå φ, ψ è ω, è âñå ãîòèœåñêèå A, a, B, b, . . . , Z, z, êðîìå c, V è U, ñîœåòàß èõ ñ ðàçëèœíûìè ìàòåìàòèœåñêèìè àêöåíòàìè (íàïðèìåð, A^′, x̃ è ïðîœåå). Áóêâû ω, c, V è U áóäóò èñïîëüçîâàòüñß íàìè êàê îáîçíàœåíèß íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ îáúåêòîâ, ò. å. â êàœåñòâå òåðìîâ-êîíñòàíò.

Êðîìå ïåðåœèñëåííûõ ñïîñîáîâ çàïèñè ìíîæåñòâ (òåðìîâ) ìû áóäåì ââîäèòü è íîâûå, íî â ñèëó äîñòàòîœíî áîëüøîãî èõ êîëèœåñòâà ìû íå áóäåì ïåðåœèñëßòü çäåñü âñå ýòè òåðìû, à âìåñòî ýòîãî óñëîâèìñß, œòî âñßêîå íîâîå îáîçíàœåíèå ìû áóäåì ââîäèòü ëèáî ñðåäñòâàìè ðàçãîâîðíîãî (ðóññêîãî) ßçûêà, ëèáî ïðè ïîìîùè ñèìâîëà :=, êàê ìû ýòî óæå äåëàëè ðàíåå. Ýòîò æå ñèìâîë ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè îïðåäåëåíèè íåêîòîðûõ ôîðìóë, íàïðèìåð, φ(x) := ∅ ∈ x.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü A, B — ìíîæåñòâà, φ — íåêîòîðàß ôîðìóëà ßçûêà ZF. Òîãäà òåðìû {x| x ∈ A ∧ φ(x)}, {A, B}, A ∩ B, A ∪ B, A \ B, ∪A, Exp(A), S(A), ∅ ñóòü ìíîæåñòâà.

§ 1.2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂ 15

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß òåðìîâ {x| x ∈ A ∧ φ(x)}, {A, B}, ∪A, Exp(A), ∅ äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç àêñèîì S2—S6. Ðàññìîòðèì òåðì A ∪ B. Íåòðóäíî âèäåòü, œòî A ∪ B = ∪{A, B}, îòêóäà ïî àêñèîìå ïàðû è àêñèîìå îáúåäèíåíèß ïîëóœàåì, œòî A ∪ B åñòü ìíîæåñòâî. A∩B = {x|x ∈ A∧x ∈ B}, îòêóäà ïî àêñèîìå ñîäåðæàòåëüíîñòè ïîëóœàåì, œòî è A ∩ B – ìíîæåñòâî. Àíàëîãèœíî ïðîâåðßåòñß òåðì A \ B. Äàëåå, ïîñêîëüêó S(A) = A ∪ {A} è {A} = {A, A}, òî ïî óæå äîêàçàííîìó S(A) — ìíîæåñòâî.

Œàñòî âìåñòî òåðìà {x| x ∈ A ∧ φ(x)} èñïîëüçóþò ñåìàíòèœåñêè ðàâíûé åìó òåðì {x ∈ A| φ(x)}, œòîáû ïîäœåðêíóòü, œòî äàííûé òåðì îïðåäåëßåò ìíîæåñòâî êàê œàñòü äðóãîãî áîëåå øèðîêîãî ìíîæåñòâà A ïðè ïîìîùè ôîðìóëû φ(x), è â ýòîì ñëóœàå ãîâîðßò, œòî ìíîæåñòâî {x ∈ A| φ(x)} ßâëßåòñß îïðåäåëßåìîé (ôîðìóëîé φ) œàñòüþ ìíîæåñòâà A.

Èòàê, ìû âèäèì, œòî äëß òåðìà {x| φ(x)} ìû íå âñåãäà ìîæåì ñêàçàòü, œòî îí ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì, àêñèîìà ñîäåðæàòåëüíîñòè, êîòîðàß îãðàíèœèâàåò íàñ â ýòîì, — ýòî ñâîåîáðàçíàß ¿ïëàòà£ çà óñòðàíåíèå èçâåñòíûõ ïàðàäîêñîâ òåîðèè ìíîæåñòâ. Îäíàêî ìû íàéäåì ïðèìåíåíèå è òåðìó {x| φ(x)} â îáùåì âèäå, êîãäà áóäåì âåñòè ðàçãîâîð î êëàññàõ ìíîæåñòâ (§ 1.7). Îñíîâíàß æå œàñòü òåîðèè (íå êàñàþùàßñß êëàññîâ ìíîæåñòâ), ïîäœåðêíåì åùå ðàç, äîëæíà ôîðìàëèçîâûâàòüñß â ßçûêå ZF.

Îáðàòèìñß òåïåðü ê àêñèîìå ðåãóëßðíîñòè S7. Ôàêòèœåñêè ýòà àêñèîìà óòâåðæäàåò, œòî äëß êàæäîãî ìíîæåñòâà x îíî ëèáî ïóñòî, ëèáî â íåì íàéäåòñß òàêîé ýëåìåíò z, œòî ïåðåñåœåíèå z ∩ x ïóñòî. Ýòî òðåáîâàíèå (ôóíäèðîâàííîñòü) áîëåå ñèëüíîå, œåì ðåãóëßðíîñòü, â œåì íàñ óáåæäàåò ñëåäóþùàß

Òåîðåìà 1.3. Äëß ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B A /∈ A, A ∈ B → B /∈ A. Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, A ∈ A. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {A}. Â ýòîì ìíîæåñòâå ïî àêñèîìå ðåãóëßðíîñòè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò z (ò. ê. {A} íå ïóñòî), íå èìåþùèé îáùèõ ýëåìåíòîâ ñ A. Îœåâèäíî, œòî z = A, à ïî àêñèîìå ðåãóëßðíîñòè ∅ = z ∩ A = A ∩ A = A, œòî ïðîòèâîðåœèò òîìó, œòî A íå ïóñòî (âåäü A ∈ A).

Äëß äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé œàñòè óòâåðæäåíèß ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {A, B}. Ïî àêñèîìå ðåãóëßðíîñòè ñóùåñòâóåò z ∈ {A, B} òà- êîé, œòî z ∩ {A, B} = ∅, îòêóäà A ∩ {A, B} = ∅ èëè B ∩ {A, B} = ∅. Åñëè A ∩ {A, B} = ∅, òî B ∉ A. Åñëè æå B ∩ {A, B} = ∅, òî A /∈ B. Ïðîòèâîðåœèå. Èòàê, B ∉ A.

Çàìåœàíèå 1. Àíàëîãèœíûå òåîðåìû ìîæíî äîêàçûâàòü äëß ïðîèçâîëüíûõ êîíåœíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîæåñòâ. Òàê, íàïðèìåð, åñëè èìååò ìåñòî A ∈ B ∈ C ∈ D ∈ E, òî íå âåðíî, œòî E ∈ A. Äëß äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî {A, B, C, D, E}, êîòîðîå ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì êàê îïðåäåëßåìàß œàñòü ìíîæåñòâà Exp(A ∪ B ∪ C ∪ D ∪ E), è âíîâü ïðèìåíèòü àêñèîìó ðåãóëßðíîñòè. Ýòîò ïðèìåð ìîæíî îáîáùèòü è äî áåñêîíåœíûõ íàáîðîâ ìíîæåñòâ ñ íåêîòîðûìè îãðàíèœåíèßìè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàß ôîðìóëà φ(x) ßçûêà ZF. Ìû ãîâîðèì, œòî ôîðìóëà φ îïðåäåëßåò ìíîæåñòâî a îäíîçíàœíî, èëè œòî a, äëß êîòîðîãî φ èñòèííî, åäèíñòâåííî, åñëè φ(a) è äëß ëþáûõ x, y èç òîãî, œòî φ(x) ∧ φ(y), ñëåäóåò x = y.

Œèòàòåëþ ïðåäëàãàåòñß ñàìîñòîßòåëüíî ïðîâåðèòü, œòî âñå êîí- ñòðóêöèè ìíîæåñòâ {x ∈ A| φ(x)}, {A, B}, A ∩ B, A ∪ B, A \ B, ∪A, Exp(A), S(A), ∅ îïðåäåëßþòñß îäíîçíàœíî ïî èñõîäíûì ìíîæåñòâàì A, B è ôîðìóëå φ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Óïîðßäîœåííîé ïàðîé (ïî Êóðàòî́âñêîìó) ìíîæåñòâ a è b íàçûâàåòñß òåðì {{a}, {a, b}}, äëß êîòîðîãî âïðåäü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíàœåíèå (a, b), à ìíîæåñòâà a è b íàçûâàþòñß, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâîé è ïðàâîé êîîðäèíàòàìè ïàðû (a, b).

Òåîðåìà 1.4. Óïîðßäîœåííàß ïàðà ìíîæåñòâ åñòü ìíîæåñòâî è äëß ëþáûõ ìíîæåñòâ a, b, c, d èìååì: (a, b) = (c, d) ⇔ (a = c) ∧ (b = d) Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àêñèîìå ïàðû íåòðóäíî ïîëóœèòü, œòî {a} è {a, b} ñóòü ìíîæåñòâà, ïîýòîìó (x, y) òàêæå ìíîæåñòâî ïî àêñèîìå ïàðû. Äîêàæåì âòîðóþ œàñòü òåîðåìû.

Èìïëèêàöèß ñïðàâà íàëåâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèß óïîðßäîœåííîé ïàðû è åå åäèíñòâåííîñòè ïðè çàäàííûõ êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü (a, b) = (c, d), ò. å. {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}. Ïî àêñèîìå ïàðû çäåñü âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû: {a} = {c} ∧ {a, b} = {c, d} èëè {a} = {c, d} ∧ {a, b} = {c, d} èëè {a} = {c, d} ∧ {a, b} = {c} èëè {a} = {c} ∧ {a, b} = {c}. Ïîëüçóßñü îïðåäåëåíèåì ðàâåíñòâà, â ïåðâîì ñëóœàå ïîëóœèì a = = c è åñëè b = c, òî è c = d è, ñëåäîâàòåëüíî, b = d, åñëè b ≠ c, òî b = d. Òàê èëè èíàœå, ïîëóœàåì a = c ∧ b = d.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, œòî {a} = {c, d} ∧ {a, b} = {c, d}. Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò a = c = d, òîãäà èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïîëóœàåì

{a, b} = {a}, ïîýòîìó a = b = c = d. Ïóñòü òåïåðü {a} = {c, d} ∧ {a, b} = = {c}. Òîãäà a = c = d è c = a = b, îòêóäà âíîâü a = b = c = d.

Íàêîíåö, â ïîñëåäíåì ñëóœàå {a} = {c} ∧ {a, b} = {c} ïîëóœàåì a = = c è c = a = b. Ïîýòîìó èç (a, b) = (c, d) ñëåäóåò {{a}} = {{a}, {a, d}}, îòêóäà {a, d} = {a}, îòêóäà a = d. Â èòîãå âíîâü ïîëóœèì a = b = c = = d.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïðßìûì (äåêàðòîâûì) ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñß òåðì A × B :={z| ∃u ∈ A : ∃v ∈ B : z = (u, v)}, à ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñß, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì è ïðàâûì ñîìíîæèòåëßìè ïðîèçâåäåíèß A × B

Òåîðåìà 1.5. Ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ åñòü ìíîæåñòâî è îïðåäåëßåòñß îäíîçíàœíî ïî ìíîæåñòâàì A è B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A è B ìíîæåñòâà. Åñëè a ∈ A, b ∈ B, òî {a} ∈ Exp(A ∪ B), à òàêæå {a, b} ∈ Exp(A ∪ B). Ïîýòîìó (a, b) ⊆ Exp(A ∪ B), îòêóäà ñëåäóåò (a, b) ∈ Exp(Exp(A ∪ B)). Òîãäà A × B = {x ∈ Exp(Exp(A ∪ B))| ∃a ∈ A : ∃b ∈ B : x = (a, b)}. Ïîýòîìó â ñèëó àêñèîìû ñòåïåííîãî ìíîæåñòâà è àêñèîìû ñîäåðæàòåëüíîñòè ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå A × B åñòü ìíîæåñòâî.

Îäíîçíàœíîñòü ïîñòðîåíèß A × B ïî ìíîæåñòâàì A è B âïîëíå îœåâèäíà.

§ 1.3 Îïðåäåëßåìûå îòîáðàæåíèß è ôóíêöèè

Ïóñòü èìååòñß íåêîòîðàß ôîðìóëà φ(x, y) ßçûêà ZF, â êîòîðîé ïåðåìåííûå x, y âõîäßò ñâîáîäíî.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ìû ãîâîðèì, œòî ôîðìóëà φ îïðåäåëßåò (x → y)– îòîáðàæåíèå, åñëè, âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóþò x, y òàêèå, œòî φ(x, y), âî-âòîðûõ, âñßêèé ðàç èç òîãî, œòî φ(x, y) ∧ φ(x, z) ñëåäóåò y = z.

Çíàœîê (x → y), ßâëßþùèéñß, âîîáùå ãîâîðß, òåðìîì ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè x, y, ìû áóäåì óïîòðåáëßòü ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè, òîœíåå, òîãäà, êîãäà íàì áóäåò âàæíî óêàçàòü äàííûå ïåðåìåííûå â äàííîì ïîðßäêå, íàïðèìåð, ïðè ôîðìàëüíîì âûâîäå íåêîòîðûõ ôîðìóë.

2 Í. È. Êàçèìèðîâ

Ïóñòü φ(x, y) îïðåäåëßåò îòîáðàæåíèå, è ïóñòü A — ìíîæåñòâî. SSçûê òåîðèè ìíîæåñòâ, îïèñàííûé íàìè âî ââåäåíèè, ïîçâîëßåò íàì îïðåäåëèòü òåðì ran (φ|A) :={z| ∃x ∈ A : φ(x, z)}. Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü òàêîå ìíîæåñòâî â òåîðèè ZF? Œòîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, çàìåòèì äëß íàœàëà, œòî ôîðìóëà ∃x ∈ A : φ(x, z) ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå^3 ∃x ∈ A : (φ(x, z) ∧ (∀w φ(x, w) → z = w)). Òåïåðü îáðàòèìñß ê àêñèîìå ïîäñòàíîâêè S8. Íåòðóäíî âèäåòü, œòî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà u, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî íàì ãàðàíòèðóåò ýòà àêñèîìà, îïðåäåëßþòñß ðîâíî òàêèì æå ñïîñîáîì (óœèòûâàß ïîêàçàííóþ ýêâèâàëåíòíîñòü), êàê ýëåìåíòû ran (φ|A). Ïîýòîìó ran (φ|A) = {z| ∃x ∈ A : (φ(x, z) ∧ ∀w (φ(x, w) → z = w))}, îòêóäà ran (φ|A) — ìíîæåñòâî. Â ýòîì, ñîáñòâåííî, è çàêëþœàåòñß ðîëü ñõåìû àêñèîì ïîäñòàíîâêè, òîœíåå, åñëè ó íàñ èìååòñß íåêîå ìíîæåñòâî è ôîðìóëà, îïðåäåëßþùàß îòîáðàæåíèå, òî ïî ýòîìó ìíîæåñòâó è ôîðìóëå ìû ìîæåì ïîñòðîèòü íîâîå ìíîæåñòâî ran (φ|A), êîòîðîå ìû âïðåäü áóäåì íàçûâàòü îáëàñòüþ çíàœåíèé îïðåäåëßåìîãî ôîðìóëîé φ îòîáðàæåíèß îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà A. Ïðèâåäåì ïðèìåð îäíîãî œàñòî èñïîëüçóåìîãî â òåîðèè ìíîæåñòâ îïðåäåëßåìîãî îòîáðàæåíèß. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó φ(x, y) := y = = S(x), êîòîðàß, êàê ìû çíàåì, äîñòàòîœíî ïðîñòî ôîðìàëèçóåòñß â ZF. Ïóñòü x^′ = ∅, y^′ = {∅}. Íåòðóäíî óáåäèòüñß â òîì, œòî y^′ = S(x^′) ïðè âûáðàííûõ x^′, y^′. Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, œòî y = S(x) ∧ z = S(x). Òîãäà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, y = z. Ïîýòîìó ôîðìóëà y = S(x) îïðåäåëßåò îòîáðàæåíèå. Íàçîâåì òîãäà áóêâó S îòîáðàæåíèåì, îïðåäåëßåìûì ôîðìóëîé y = S(x). Òîãäà äëß êàæäîãî ìíîæåñòâà A îáëàñòü çíàœåíèé ran (y = S(x)|A) îòîáðàæåíèß S îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà A áóäåò ìíîæåñòâîì ïî àêñèîìå ïîäñòàíîâêè.

3Ãîâîðß òîœíåå, èç óñëîâèß, œòî φ(x, y) îïðåäåëßåò (x → y)–îòîáðàæåíèå, ìîæíî âûâåñòè ýêâèâàëåíöèþ óêàçàííûõ ôîðìóë, à çíàœèò, è ïîêàçàòü èõ äåäóêòèâíîå ðàâåíñòâî [6].

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè. Îáûœíî â ìàòåìàòèêå ïîä ôóíêöèåé ïðèíßòî ïîíèìàòü íåêîòîðîå ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ýëåìåíòàì îäíîãî ìíîæåñòâà ñòàâßòñß â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòû äðóãîãî ìíîæåñòâà òàê, œòî êàæäîìó ýëåìåíòó ïåðâîãî ñîîòâåòñòâóåò îäèí è òîëüêî îäèí ýëåìåíò âòîðîãî. Ïîñêîëüêó ìû õîòèì èñïîëüçîâàòü òåîðèþ ìíîæåñòâ äëß îïèñàíèß âñåõ ìàòåìàòèœåñêèõ îáúåêòîâ, òî òàêîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè íàñ, ïîíßòíî, íå óñòðîèò. Âåäü îáúåêòàìè èçóœåíèß àêñèîìàòèœåñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ ZF ßâëßþòñß ìíîæåñòâà è òîëüêî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó íàì íóæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ èìåííî êàê íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è íèêàê èíàœå. Äëß ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñß ïîíßòèåì, òàêæå œàñòî èñïîëüçóåìûì ìàòåìàòèêàìè, — ãðàôèê ôóíêöèè. Âåäü ãðàôèê ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå A è ïðèíèìàþùåé çíàœåíèß èç ìíîæåñòâà B, åñòü íå œòî èíîå êàê ïîäìíîæåñòâî ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß A × B ñ íåêîòîðûìè ñïåöèôèœåñêèìè ñâîéñòâàìè. Íà ýòîì è îñíîâàíî îïðåäåëåíèå ôóíêöèè â òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî—Ôðåíêåëß.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïîäìíîæåñòâî f ⊆ A × B ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñß ôóíêöèåé (èç A â B), åñëè:

1) äëß êàæäîãî x ∈ A ñóùåñòâóåò y ∈ B òàêîå, œòî (x, y) ∈ f; 2) èç (x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f ñëåäóåò y = z.

Òîò ôàêò, œòî f åñòü ôóíêöèß èç A â B ïðèíßòî çàïèñûâàòü â âèäå ñëåäóþùåé ñîêðàùåííîé çàïèñè ôîðìóëû: f : A → B, ïðè ýòîì ãîâîðßò, œòî ìíîæåñòâî A åñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèß ôóíêöèè f. Äëß îáîçíàœåíèß îáëàñòè îïðåäåëåíèß ôóíêöèè èñïîëüçóþò òàêæå òåðì dom (f). Äëß êàæäîãî ìíîæåñòâà x ∈ A ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî y ∈ B òàêîå, œòî (x, y) ∈ f. Óñëîâèìñß ýòî ìíîæåñòâî, îäíîçíàœíî îïðåäåëßåìîå ôóíêöèåé f è ìíîæåñòâîì x, îáîçíàœàòü òåðìîì f(x), êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü çíàœåíèåì ôóíêöèè f â òîœêå x. Òîãäà âìåñòî ôîðìóëû (x, y) ∈ f ìû ìîæåì çàïèñûâàòü ýêâèâàëåíòíóþ åé ôîðìóëó y = f(x), ëèáî f(x) = y.

Ìíîæåñòâî ran (f) :={y ∈ B| ∃x ∈ A y = f(x)} íàçûâàåòñß îáëàñòüþ çíàœåíèé ôóíêöèè f.

Ôóíêöèß f : A → B íàçûâàåòñß ñþðúåêöèåé, åñëè ran (f) = B, èíúåêöèåé, åñëè äëß ëþáûõ x, y ∈ A èç ðàâåíñòâà f(x) = f(y) âûòåêàåò x = y, áèåêöèåé (âçàèìíî îäíîçíàœíûì ñîîòâåòñòâèåì), åñëè f èíúåêöèß è ñþðúåêöèß îäíîâðåìåííî. Äëß îáîçíàœåíèß òîãî ôàêòà, œòî f åñòü áèåêöèß èç A â B, ìû èñïîëüçóåì ñèìâîë f : A ↔ B. Åñëè æå ìû õîòèì âûðàçèòü òî, œòî ñóùåñòâóåò áèåêöèß èç A â B, òî ìû ïèøåì A ↔ B.

2^∗

Ïóñòü f : A → B è D ⊆ A, D ≠ ∅. Òîãäà ôóíêöèß f|_D :={(x, y) ∈ A × B| x ∈ D ∧ (x, y) ∈ f} íàçûâàåòñß ñóæåíèåì ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâî D.

Ïóñòü òåïåðü f : A → B, g : B → C, òîãäà ôóíêöèß h : A → C, îïðåäåëßåìàß êàê h = {(x, z) ∈ A × C| z = g(f(x))}, íàçûâàåòñß ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé f è g, äëß íåå îáûœíî èñïîëüçóåòñß îáîçíàœåíèå g ∘ f. Ôóíêöèß f : A → A íàçûâàåòñß òîæäåñòâåííîé íà A, åñëè äëß êàæäîãî x ∈ A èìååì f(x) = x. Â ýòîì ñëóœàå äëß f ïðèíßòî èñïîëüçîâàòü îáîçíàœåíèå id_A.

Ìû ãîâîðèì, œòî äëß ôóíêöèè f : A → B ôóíêöèß g : B → A ßâëßåòñß îáðàòíîé, åñëè èõ ñóïåðïîçèöèß òîæäåñòâåííà, ò. å. g ∘ f = id_A. Äëß îáðàòíîé ê f ôóíêöèè èñïîëüçóåòñß îáûœíîå îáîçíàœåíèå f^{−1}.

Ñëåäóþùàß òåîðåìà ïîêàçûâàåò íåêîòîðûå òðèâèàëüíûå ñâîéñòâà îáðàòíûõ ôóíêöèé è áèåêöèé.

Òåîðåìà 1.6. f : A → B, òîãäà:

1) ñóùåñòâóåò f^{−1} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f — áèåêöèß;

2) åñëè ñóùåñòâóåò f^{−1}, òî f^{−1} — áèåêöèß;

3) åñëè ñóùåñòâóåò f^{−1}, òî f ñóòü îáðàòíàß ê f^{−1} ôóíêöèß.

Ââåäåì òåïåðü åùå íåñêîëüêî ïîëåçíûõ îáîçíàœåíèé è ïîíßòèß îáðàçà è ïðîîáðàçà ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè.

Åñëè f : A → B è C åñòü ïîäìíîæåñòâî â A, òî ìíîæåñòâî fC :={y ∈ B| ∃x (x ∈ A ∧ y = f(x))} íàçûâàåòñß îáðàçîì ìíîæåñòâà C îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f.

Åñëè f : A → B è C ⊆ B, òî ìíîæåñòâî f^{−1}C :={x ∈ A| f(y) ∈ C} íàçûâàåòñß ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà C îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, œòî ìíîæåñòâî C çäåñü âîâñå íå îáßçàíî áûòü ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè çíàœåíèé ôóíêöèè f, à òàêæå âïîëíå ìîæåò áûòü ïóñòûì ìíîæåñòâîì (â ýòîì ñëóœàå, îœåâèäíî, îáðàç è ïðîîáðàç òàêæå áóäóò ïóñòû), è, êðîìå òîãî, îáðàòíàß ôóíêöèß ê ôóíêöèè f ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü.

Åñëè ìíîæåñòâî C â òîì è äðóãîì ñëóœàå çàïèñàíî â âèäå äëèííîãî ìíîãîñèìâîëüíîãî òåðìà, òî óäîáíåå çàêëþœàòü åãî â ñêîáêè, ïîýòîìó äëß îáîçíàœåíèé îáðàçîâ è ïðîîáðàçîâ ðàçðåøèì èñïîëüçîâàòü è òàêèå îáîçíàœåíèß:^4

f[C] — äëß îáðàçà, f^{−1}[C] — äëß ïðîîáðàçà.

Èñïîëüçîâàíèå êðóãëûõ ñêîáîê çäåñü íåäîïóñòèìî, èáî òàê ìû îáîçíàœàåì çíàœåíèå ôóíêöèè â äàííîé òîœêå.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, œòî ôîðìóëà φ(x, y) îïðåäåëßåò (x → y)– îòîáðàæåíèå, è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A òàêîå, œòî ñóùåñòâóåò x ∈ A, äëß êîòîðîãî íàéäåòñß y òàêîé, œòî φ(x, y). Êàê ìû óæå çíàåì, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ran (φ|A) — îáëàñòü çíàœåíèé îïðåäåëßåìîãî ôîðìóëîé φ îòîáðàæåíèß îòíîñèòåëüíî A. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî f ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß A×ran (φ|A), îïðåäåëßåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì: f = {(x, y) ∈ A × ran (φ|A) | φ(x, y)}. Ïîñêîëüêó φ îïðåäåëßåò îòîáðàæåíèå, òî äëß f, îœåâèäíî, âûïîëíåíî âòîðîå òðåáîâàíèå îïðåäåëåíèß ôóíêöèè. Îáîçíàœèì äàëåå œåðåç D ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A, âêëþœàþùåå âñå òå x ∈ A, äëß êîòîðûõ φ(x, y) èñòèííî ïðè êàêîì-íèáóäü y. Òîãäà ìíîæåñòâî f áóäåò ôóíêöèåé èç ìíîæåñòâà D â ìíîæåñòâî ran (φ|A), ïðèœåì ran (f) = ran (φ|A). Èòàê, ìû âèäèì, œòî ïî âñßêîé ôîðìóëå, îïðåäåëßþùåé îòîáðàæåíèå, ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ (è äàæå äàëåêî íå îäíó). Äëß òàêîé ôóíêöèè îáûœíî èñïîëüçóåòñß òåðìèí ñóæåíèå îòîáðàæåíèß. Â íàøèõ îáîçíàœåíèßõ f åñòü ñóæåíèå îïðåäåëßåìîãî ôîðìóëîé φ îòîáðàæåíèß íà ìíîæåñòâî D. Ïîíßòèå ôóíêöèè ïîçâîëßåò íàì ðàññìàòðèâàòü ñóæåíèå îòîáðàæåíèß íà íåêîòîðîå (ïðîèçâîëüíî âûáðàííîå) ìíîæåñòâî è, òàêèì îáðàçîì, âìåñòî ôîðìóëû (îáúåêòà èçóœåíèß ìåòàòåîðèè) ðàññìàòðèâàòü âïîëíå îïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî (îáúåêò èçóœåíèß òåîðèè ZF).

Îòìåòèì òàêæå, œòî äëß âñßêîé ôóíêöèè f ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëó φ(x, y) :=(x, y) ∈ f, è ýòà ôîðìóëà, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, áóäåò îïðåäåëßòü (x → y)–îòîáðàæåíèå. Ïîýòîìó ôóíêöèþ ìû èíîãäà áóäåì íàçûâàòü îïðåäåëßåìûì îòîáðàæåíèåì èëè ïðîñòî îòîáðàæåíèåì.

Â ìàòåìàòèêå œàñòî èñïîëüçóåòñß òàêîå ïîíßòèå êàê èíäåêñ. Çäåñü ìû íàìåðåíû ôîðìàëèçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå îá èíäåêñå (õîòß áû œàñòèœíî).

4Êóðàòîâñêèé è Ìîñòîâñêèé [9] èñïîëüçóþò ñèìâîë f^1(C) äëß îáîçíàœåíèß îáðàçà ìíîæåñòâà C.

Ïóñòü èìååòñß ñþðúåêöèß f : I → X. Â ýòîì ñëóœàå ìû ìîæåì ãîâîðèòü, œòî ìíîæåñòâî X ïðîèíäåêñèðîâàíî ìíîæåñòâîì I, ïðè ýòîì ôóíêöèþ f ìû áóäåì íàçûâàòü èíäåêñàöèåé. Ñ œåì ñâßçàíà òàêàß òåðìèíîëîãèß? Ïîíßòíî, œòî ïîñêîëüêó ôóíêöèß f ßâëßåòñß ñþðúåêöèåé, òî äëß ìíîæåñòâà X ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî X = = {f(i)| i ∈ I}. Ââåäåì âìåñòî òåðìà f(i) òåðì x_i. Òîãäà ìíîæåñòâî X ìîæíî çàïèñàòü â âèäå òåðìà {x_i| i ∈ I}. Œàñòî âìåñòî òàêîãî òåðìà èñïîëüçóþò îáîçíàœåíèå {x_i}_{i∈I} . Â òàêîì âèäå îáûœíî çàïèñûâàþòñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (â àíàëèçå) è äðóãèå ïðîèíäåêñèðîâàííûå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ. Ïåðåìåííóþ i ïðè ýòîì ïðèíßòî íàçûâàòü èíäåêñîì.

Åùå ðàç îòìåòèì, œòî â ñèëó àêñèîìû ïîäñòàíîâêè S8 {x_i}_{i∈I} ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì, åñëè I — ìíîæåñòâî. Ïîíßòíî, œòî ïåðåìåííûå x è i ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà äðóãèå, ëèøü áû òîëüêî íå âîçíèêàëî, êàê ìû ãîâîðèì, êîëëèçèé ìåæäó ïåðåìåííûìè.

Èíäåêñ óäîáíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, äëß îáîçíàœåíèß îáúåäèíåíèß ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X: ⋃ i∈I x_i, èëè èõ ïåðåñåœåíèß: ⋂ i∈I x_i.

§ 1.4 Îòíîøåíèß è èõ ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A×A íàçûâàåòñß áèíàðíûì îòíîøåíèåì (èëè îòíîøåíèåì) íà A.

¿Âûðîæäåííûå£ ñëóœàè îòíîøåíèé íà A: ïóñòîå ∅ è ïîëíîå A × A. Ëþáàß ôóíêöèß f : A → B åñòü ïîäìíîæåñòâî â A × B, à çíàœèò, è â (A ∪ B) × (A ∪ B), ïîýòîìó f åñòü îòíîøåíèå íà A ∪ B.

Åñëè R åñòü îòíîøåíèå íà A è (a, b) ∈ R, òî ýòî ïðèíßòî çàïèñûâàòü òàê: aRb. Íà ëþáîì ìíîæåñòâå ìîæíî çàäàòü äâà òàêæå äîñòàòîœíî ñòàíäàðòíûõ îòíîøåíèß: ðàâåíñòâî è ïðèíàäëåæíîñòü. Äëß îáîçíàœåíèß îòíîøåíèé èñïîëüçóþò, êàê ïðàâèëî, ðàçíûå ¿ýêçîòèœåñêèå£ ñèìâîëû, íàïðèìåð, <, ∼, ∗, ≺.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå âèäû œàñòî âñòðåœàþùèõñß â ìàòåìàòèêå îòíîøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.7. (âèäû îòíîøåíèé) Îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñß

à) ðåôëåêñèâíûì, åñëè äëß ëþáîãî x èç A èìååì xRx. á) ñèììåòðèœíûì, åñëè äëß ëþáûõ x, y ∈ A èç xRy ñëåäóåò yRx. â) òðàíçèòèâíûì, åñëè äëß ëþáûõ x, y, z ∈ A èç xRy ∧ yRz ñëåäóåò xRz.

§ 1.4. ÎÒÍÎØÅÍÈSS È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ 23

ã) îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îíî ðåôëåêñèâíîå, ñèììåòðèœíîå è òðàíçèòèâíîå.

Ïðåæäå œåì ïåðåéòè ê îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèé ïîðßäêà, ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îòíîøåíèß ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëß íàœàëà ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíàœåíèß. Œàùå âñåãî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíàœàþò ñèìâîëîì ∼. Ìíîæåñòâî [a]_∼ :={x ∈ A| x ∼ a} äëß êàæäîãî a ∈ A áóäåì íàçûâàòü êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà a ∈ A. Â ñëóœàå, êîãäà èç êîíòåêñòà îœåâèäíî, î êàêîì îòíîøåíèè èäåò ðåœü, âìåñòî [a]_∼ ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî [a]. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 1.7. Äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñß (ïåðåñåœåíèå ïóñòî), ëèáî ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∼ — îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A, a, b ∈ A. Ïðåäïîëîæèì, œòî [a] ∩ [b] ≠ ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò c ∈ [a] ∩ [b]. Òîãäà c ∼ a è c ∼ b. Îòñþäà â ñèëó ñèììåòðèœíîñòè è òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèß ∼ ïîëóœàåì a ∼ b. Åñëè x ∈ [a], òî x ∼ a, îòêóäà x ∼ b, ò. å. x ∈ [b]. Òàê œòî [a] ⊆ [b]. Àíàëîãèœíî ïîëóœàåì [b] ⊆ [a]. Èòàê, [a] = [b].

Íåòðóäíî ïîêàçàòü (èñïîëüçóß àêñèîìó ñòåïåííîãî ìíîæåñòâà), œòî äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà A è ëþáîãî îòíîøåíèß ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâà A. Äëß åãî îáîçíàœåíèß èñïîëüçóþò ñèìâîë A/_∼ è íàçûâàþò ôàêòîð-ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A. Èòàê, A/_∼ :={x ∈ Exp(A)| ∃a ∈ A : x = [a]_∼}. Ïðîäîëæèì îïðåäåëåíèå ðàçëèœíûõ âèäîâ îòíîøåíèé. Îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñß

ä) àíòèðåôëåêñèâíûì, åñëè äëß ëþáîãî a ∈ A èìååì ⌉(aRa). å) œàñòèœíûì óïîðßäîœåíèåì (èëè œàñòèœíûì ïîðßäêîì), åñëè R àíòèðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî.

æ) œàñòèœíîå óïîðßäîœåíèå íàçûâàåòñß ëèíåéíûì ïîðßäêîì, åñëè äëß ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A âûïîëíåíî óñëîâèå ñâßçíîñòè: (aRb) ∨ (a = b) ∨ (bRa) Œàùå âñåãî œàñòèœíûé ïîðßäîê ìû áóäåì îáîçíàœàòü ñèìâîëîì < ñ èíäåêñàìè èëè áåç òàêîâûõ. Åñëè íà ìíîæåñòâå A çàäàíî œàñòèœíîå óïîðßäîœåíèå <, òî ïàðà (A, <) íàçûâàåòñß œàñòèœíî óïîðßäîœåííûì ìíîæåñòâîì. Åñëè < — ëèíåéíûé ïîðßäîê, òî (A, <) — ëèíåéíî óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü äàëåå (A, <) — œàñòèœíî óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî. Âìåñòî ôîðìóëû (x < y) ∨ (x = y) áóäåì ïèñàòü, êàê îáûœíî, x ⩽ y. Ïóñòü B ⊆ A. Ýëåìåíò x ∈ A íàçûâàåòñß íèæíåé (âåðõíåé) ãðàíüþ ìíîæåñòâà B, åñëè äëß ëþáîãî b ∈ B èìååì x ⩽ b (b ⩽ x). Œåðåç inf B (sup B) îáîçíàœàþò òîœíóþ íèæíþþ (âåðõíþþ) ãðàíü ìíîæåñòâà B, êîòîðàß äîëæíà óäîâëåòâîðßòü òîìó óñëîâèþ, œòî, âî-ïåðâûõ, ñàìà ßâëßåòñß íèæíåé (âåðõíåé) ãðàíüþ, à âî-âòîðûõ, äëß âñßêîé íèæíåé (âåðõíåé) ãðàíè x ìíîæåñòâà B èìååò ìåñòî x ⩽ inf B (sup B ⩽ x). Åñëè inf B ∈ B, òî âìåñòî ñèìâîëà inf ïèøóò min, â ýòîì ñëóœàå òîœíàß íèæíßß ãðàíü íàçûâàåòñß ìèíèìóìîì. Åñëè sup B ∈ B, òî âìåñòî ñèìâîëà sup ïèøóò max, è â ýòîì ñëóœàå òîœíàß âåðõíßß ãðàíü íàçûâàåòñß ìàêñèìóìîì.

Èíîãäà ïîä ñèìâîëàìè sup, inf, min, max ïðèïèñûâàþò îáîçíàœåíèå òîãî œàñòèœíîãî ïîðßäêà, â êîòîðîì îíè îïðåäåëåíû, íàïðèìåð, sup_< B.

Êðîìå ïîíßòèß ìàêñèìóìà ìíîæåñòâà åñòü òàêæå ïîíßòèå ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà. Ýëåìåíò x ∈ B íàçûâàåòñß ìàêñèìàëüíûì äëß ìíîæåñòâà B, åñëè äëß ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ B íå âåðíî, œòî x < b. Çàìåòèì, œòî â ñëóœàå œàñòèœíîãî óïîðßäîœåíèß ôîðìóëû ⌉(x < b) è b ⩽ x íå ýêâèâàëåíòíû, ò. ê. œàñòèœíîå óïîðßäîœåíèå, âîîáùå ãîâîðß, íå ñâßçíî, íî èç âòîðîé ôîðìóëû âûâîäèìà ïåðâàß. Ïîýòîìó ìàêñèìóì ìíîæåñòâà B âñåãäà ßâëßåòñß ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì, íî îáðàòíîå â îáùåì ñëóœàå íå âåðíî. Â ñëóœàå ëèíåéíîãî ïîðßäêà óêàçàííûå ôîðìóëû ðàâíîñèëüíû. Òîœíåå, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàß

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü (A, <) — ëèíåéíî óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî è B ⊆ A, B ≠ ∅. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß ðàâíîñèëüíû:

1) x = max B;

2) äëß ëþáîãî b ∈ B b ⩽ x è x ∈ B;

3) x — ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â B.

Ðàâíîñèëüíûìè ßâëßþòñß òàêæå è óòâåðæäåíèß

1) x = min B;

2) äëß ëþáîãî b ∈ B x ⩽ b è x ∈ B.

Ââåäåì åùå íåñêîëüêî òåðìèíîâ èç òåîðèè óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó (A, <) — œàñòèœíî óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî è B ⊆ A. Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñß öåïüþ â A, åñëè œàñòèœíûé ïîðßäîê < ëèíåéíî óïîðßäîœèâàåò ìíîæåñòâî B. Öåïü íàçûâàåòñß îãðàíèœåííîé â A, åñëè äëß íåå ñóùåñòâóåò âåðõíßß ãðàíü â ìíîæåñòâå A. Öåïü íàçûâàåòñß ñêâîçíîé â A, åñëè ó íåå íåò âåðõíåé ãðàíè, íå ïðèíàäëåæàùåé åé ñàìîé (ò. å. ëèáî ó íåå âîîáùå íåò âåðõíåé ãðàíè, ëèáî åå âåðõíßß ãðàíü â A åäèíñòâåííà è ßâëßåòñß ìàêñèìóìîì ýòîé öåïè).

Îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðßäêà íà A íàçûâàåòñß âïîëíå óïîðßäîœåíèåì (èëè ïîëíûì óïîðßäîœåíèåì), åñëè êàæäîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî B ⊆ A èìååò ìèíèìóì. Ïàðà (A, <), ãäå < — âïîëíå óïîðßäîœåíèå íà A, — íàçûâàåòñß âïîëíå óïîðßäîœåííûì ìíîæåñòâîì.

Åñëè (A, <) — œàñòèœíî óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî, a, b ∈ A, òî ìíîæåñòâà [a; b] :={x ∈ A| a ⩽ x ⩽ b}, [a; b) :={x ∈ A| a ⩽ x < b}, (a; b] :={x ∈ A| a < x ⩽ b}, (a; b) :={x ∈ A| a < x < b} íàçûâàþòñß, ñîîòâåòñòâåííî, îòðåçêîì (èëè <-îòðåçêîì), ïîëóèíòåðâàëàìè è èíòåðâàëîì (<-èíòåðâàëîì). Â òîì ñëóœàå, êîãäà íåîáõîäèìî îòìåòèòü, êàêèì èìåííî œàñòèœíûì ïîðßäêîì îïðåäåëåí îòðåçîê, ïîëóèíòåðâàë èëè èíòåðâàë, ìû äîïóñêàåì îáîçíàœåíèß: [a; b]_<, [a; b)_<, (a; b]_<, (a; b)_<.

§ 1.5 Íàòóðàëüíûå œèñëà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàêîíåö âîñïîëüçóåìñß äåâßòîé (ïîñëåäíåé) àêñèîìîé Öåðìåëî—Ôðåíêåëß èç ïðèâåäåííûõ íàìè â ïåðâîì ïàðàãðàôå àêñèîì S1–S9 — àêñèîìàòèêè ôîðìàëüíîé òåîðèè ZF.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Âñßêîå ìíîæåñòâî ω, óäîâëåòâîðßþùåå ñâîéñòâàì 1) ∅ ∈ ω; 2) ∀x ∈ ω : S(x) ∈ ω; 3) ∀x ∈ ω : (x ≠ ∅ → ∃y ∈ ω : x = S(y)); íàçûâàåòñß ìíîæåñòâîì (ïîðßäêîâûõ) íàòóðàëüíûõ œèñåë. Äëß îáîçíàœåíèß òàêîãî ìíîæåñòâà ìû âñåãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü áóêâó ω. Ýëåìåíòû ω íàçûâàþòñß (ïîðßäêîâûìè) íàòóðàëüíûìè œèñëàìè, äëß èõ îáîçíàœåíèß ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì èñïîëüçîâàòü áóêâû n, m, l, p, q, s, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå. Óñëîâèìñß òàêæå, œòî ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ìû áóäåì îáîçíàœàòü êàê 0 â òîì ñëóœàå, åñëè ìû èñïîëüçóåì åãî êàê ïîðßäêîâîå íàòóðàëüíîå œèñëî.

Ïðåæäå, œåì ïåðåéòè ê èçóœåíèþ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà ω, íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü î íåì ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 1.9. Ìíîæåñòâî ω ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àêñèîìå áåñêîíåœíîñòè S9 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî u, óäîâëåòâîðßþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì: ∅ ∈ u è äëß âñßêîãî x ∈ u èìååì S(x) ∈ u. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî u óäîâëåòâîðßåò òðåáîâàíèßì 1) è 2) îïðåäåëåíèß ìíîæåñòâà ω. Áóäåì íàçûâàòü òàêèå ìíîæåñòâà ïðîãðåññèâíûìè. Â êàœåñòâå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ œèñåë ω ìû õîòèì âçßòü íàèìåíüøåå èç âñåõ ïðîãðåññèâíûõ ìíîæåñòâ, ò. å. èõ ïåðåñåœåíèå. Òîœíåå, ïîëîæèì ω = {x ∈ u| ∀y (y — ïðîãðåññèâíîå) → x ∈ y}. Ïî àêñèîìå ñîäåðæàòåëüíîñòè S6 ω áóäåò ìíîæåñòâîì. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, œòî ω áóäåò ïðîãðåññèâíûì ìíîæåñòâîì, ò. å. óäîâëåòâîðßåò 1) è 2). Ïîêàæåì, œòî ω óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ 3). Äëß ýòîãî âûäåëèì â ω ïîäìíîæåñòâî X, îïðåäåëåííîå êàê X = {x ∈ ω| x ≠ ∅ → (∃y ∈ ω : x = S(y))}. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, œòî X ïðîãðåññèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ∅ ∈ X è äëß êàæäîãî y ∈ X èìååì y ∈ ω è, ïîñêîëüêó ω ïðîãðåññèâíî, òî S(y) ∈ ω, íî S(y) óäîâëåòâîðßåò ñâîéñòâó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X, ïîýòîìó S(y) ∈ X. Èòàê, X ïðîãðåññèâíî. Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû èìååì X ⊆ ω, ñ äðóãîé — ω ⊆ X, ïîñêîëüêó ω ñîäåðæèòñß âî âñåõ ïðîãðåññèâíûõ ìíîæåñòâàõ. Òàêèì îáðàçîì, X = ω.

À ýòî è îçíàœàåò, œòî äëß âñßêîãî x ∈ ω åñëè x ≠ ∅, òî ñóùåñòâóåò y ∈ ω òàêîé, œòî x = S(y), ò. å. ìíîæåñòâî ω óäîâëåòâîðßåò 3).

Ïîêàæåì òåïåðü, œòî ìíîæåñòâî ω, óäîâëåòâîðßþùåå ñâîéñòâàì 1)–3), åäèíñòâåííî. Ïóñòü äëß ω^′ òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèß 1)– 3). Äîïóñòèì, œòî ìíîæåñòâî ω \ ω^′ íå ïóñòî. Òîãäà â ñèëó àêñèîìû ðåãóëßðíîñòè S7 ñóùåñòâóåò x ∈ ω \ ω^′ òàêîé, œòî x ∩ (ω \ ω^′) = ∅. Ïîñêîëüêó x ≠ ∅, òî ñóùåñòâóåò y ∈ ω òàêîé, œòî x = S(y). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, œòî â ýòîì ñëóœàå y ∈ ω^′. Íî òîãäà â ñèëó ïðîãðåññèâíîñòè ìíîæåñòâà ω^′ èìååì x ∈ ω^′. Ïðîòèâîðåœèå. Èòàê, ω \ ω^′ = ∅. Òîœíî òàê æå äîêàçûâàåòñß, œòî ω^′ \ ω = ∅. Òàêèì îáðàçîì, ω = ω^′. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âìåñòî ñèìâîëà ∈ äëß íàòóðàëüíûõ œèñåë ïðèíßòî èñïîëüçîâàòü ñèìâîë <. Ýòî ïðàâèëî áóäåò åùå îáîáùåíî íàìè â ãëàâå 2. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì n + 1 := S(n) äëß âñßêîãî n ∈ ω. Äàëåå ìû çàéìåìñß èçóœåíèåì ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà ω.

Òåîðåìà 1.10. Ìíîæåñòâî ω óäîâëåòâîðßåò àêñèîìàì Ïåàíî:

1) 0 ∈ ω;

2) äëß ëþáîãî n ∈ ω èìååì n + 1 ∈ ω;

3) äëß ëþáîãî n ∈ ω âåðíî n + 1 ≠ 0;

4) äëß ëþáûõ n, m ∈ ω n = m ⇔ n + 1 = m + 1;

5) åñëè X ⊆ ω è X ïðîãðåññèâíî, òî X = ω.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íåñëîæíî, è ìû ïðåäëàãàåì ïðîâåñòè åãî œèòàòåëþ ñàìîñòîßòåëüíî. Ñëåäóþùàß òåîðåìà âûðàæàåò èçâåñòíûé ïðèíöèï ìàòåìàòèœåñêîé èíäóêöèè.

Ïóñòü φ(x) — ïðîèçâîëüíàß ôîðìóëà ßçûêà ZF.

Òåîðåìà 1.11. Åñëè φ(0) è äëß êàæäîãî n ∈ ω èìååì φ(n) → φ(n + 1), òî òîãäà ∀n ∈ ω : φ(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = {x ∈ ω| φ(x)}. Íåòðóäíî óáåäèòüñß â òîì, œòî X åñòü ïðîãðåññèâíîå ìíîæåñòâî è X ⊆ ω, ïîýòîìó X = ω, îòêóäà ∀n ∈ ω : φ(n).

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ìíîæåñòâî X íàçîâåì òðàíçèòèâíûì, åñëè äëß êàæäîãî x ∈ X èìååì x ⊆ X.

Òåîðåìà 1.12. ω è êàæäûé åãî ýëåìåíò òðàíçèòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíàœèì œåðåç X ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ n ∈ ω, äëß êîòîðûõ n ⊆ ω. Ïîíßòíî, œòî X ≠ ∅, ò. ê. 0 ∈ X. Ïóñòü n ∈ X, îòñþäà ñëåäóåò, œòî n ⊆ ω è {n} ⊆ ω. Ïîýòîìó è ìíîæåñòâî n ∪ {n} = = n + 1 ñîäåðæèòñß â ω. Òàêèì îáðàçîì, n + 1 ∈ X. Ïî ïðèíöèïó ïîëíîé èíäóêöèè ïîëóœàåì, œòî X = ω. Òàêèì îáðàçîì, ω òðàíçèòèâíî.

Äëß äîêàçàòåëüñòâà òðàíçèòèâíîñòè âñåõ n ∈ ω ñíîâà âîñïîëüçóåìñß èíäóêöèåé ïî n. Îœåâèäíî, œòî 0 òðàíçèòèâåí. Ïðåäïîëîæèì, œòî òðàíçèòèâíî n. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî n + 1 = n ∪ {n}. Ïóñòü k ∈ n. Òîãäà ëèáî k ∈ n, ëèáî k = n. Â ñëóœàå k ∈ n èìååì k ⊆ n, îòêóäà k ⊆ n + 1. Â ñëóœàå k = n îœåâèäíî, œòî k ⊆ n + 1. Èòàê, n + 1 òðàíçèòèâíî. Ïî ïðèíöèïó èíäóêöèè çàêëþœàåì, œòî êàæäîå ïîðßäêîâîå íàòóðàëüíîå œèñëî òðàíçèòèâíî.

Ïðèâåäåííàß òåîðåìà ïîçâîëßåò îïèñàòü íàì íàòóðàëüíûå œèñëà ñëåäóþùèì îáðàçîì: 0 = ∅, 1 = {0}, 2 = {0, 1}, 3 = {0, 1, 2}, n + 1 = {0, . . . , n} :={m ∈ ω| m ⩽ n} äëß êàæäîãî n ∈ ω. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìû îòëîæèì ïîêà äî ãëàâû 2, â êîòîðîé ìû â îáùåì âèäå (äëß âñåõ îðäèíàëîâ) äîêàæåì ðßä ïîëåçíûõ ñâîéñòâ ïîðßäêîâûõ œèñåë (â œàñòíîñòè íàòóðàëüíûõ) òàêèõ, êàê, íàïðèìåð, âïîëíå óïîðßäîœåíèå èõ îòíîøåíèåì ïðèíàäëåæíîñòè.

Îá àðèôìåòèœåñêèõ îïåðàöèßõ (ñëîæåíèå è óìíîæåíèå) íà íàòóðàëüíûõ œèñëàõ ðåœü ïîéäåò â ñëåäóþùåé ãëàâå (§ 2.3), êîãäà ìû áóäåì çàíèìàòüñß ïîñòðîåíèåì àðèôìåòèêè îðäèíàëîâ.

Ðàíåå ìû óæå ðàññìàòðèâàëè íà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâàõ òàêèå îïåðàöèè, êàê îáúåäèíåíèå, ïåðåñåœåíèå, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæåñòâ. Âñå ýòè îïåðàöèè ìû îòíîñèì ê àðèôìåòèêå ìíîæåñòâ. Òåïåðü ìû õîòèì ïîïîëíèòü ñïèñîê àðèôìåòèœåñêèõ îïåðàöèé íà ìíîæåñòâàõ ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì.

§ 1.6 Ñóììû è ïðîèçâåäåíèß óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü {L_x}_{x∈C} — ïðîèíäåêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ìíîæåñòâî ⋃ x∈C {x} × L_x íàçûâàåòñß ïðßìîé ñóììîé (èëè äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì) ìíîæåñòâ L_x ïî ìíîæåñòâó C è îáîçíàœàåòñß ∑ C L_x.

Ïóñòü äàëåå (C, <_c) — ëèíåéíî óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî è {<_x | x ∈ C} — ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïîðßäêîâ íà ìíîæåñòâàõ L_x, òàê œòî äëß êàæäîãî x ∈ C ìíîæåñòâî L_x ëèíåéíî óïîðßäîœåíî îòíîøåíèåì <_x.

Íà ïðßìîé ñóììå ∑ C L_x ìû ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ≺, óäîâëåòâîðßþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèßì: (x, a) ≺ (y, b) ⇔ x <_c y èëè x = y ∧ a <_x b (a, b ∈ L_x) äëß ëþáûõ (x, a), (y, b) ∈ ∑ C L_x.

Ïàðà ( ∑ C L_x, ≺ ) íàçûâàåòñß êàíîíèœåñêîé ñóììîé (èëè ïðîñòî ñóììîé) ëèíåéíî óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ ïî ëèíåéíî óïîðßäîœåííîìó ìíîæåñòâó, à îòíîøåíèå ≺ â ýòîì ñëóœàå íàçûâàåòñß êàíîíèœåñêèì (ëèíåéíûì) ïîðßäêîì. Íåñëîæíî ïðîâåðßåòñß ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñóììå ëèíåéíî óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 1.13. Ñóììà ëèíåéíî óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ ïî ëèíåéíî óïîðßäîœåííîìó ìíîæåñòâó ëèíåéíî óïîðßäîœåíà.

Åñëè ìû òåïåðü ïðåäïîëîæèì, œòî âñå ëèíåéíûå ïîðßäêè <_x ñóòü âïîëíå óïîðßäîœåíèß ìíîæåñòâ L_x, à <_c — âïîëíå óïîðßäîœåíèå ìíîæåñòâà C, òî, ââåäß àíàëîãèœíî òåðìèí ñóììû âïîëíå óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ ïî âïîëíå óïîðßäîœåííîìó ìíîæåñòâó, ëåãêî ïîêàçàòü óñèëåíèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, à èìåííî

Òåîðåìà 1.14. Ñóììà âïîëíå óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ ïî âïîëíå óïîðßäîœåííîìó ìíîæåñòâó âïîëíå óïîðßäîœåíà.

Ñëåäóþùèé âîïðîñ, êîòîðûé ìû çäåñü ðàññìîòðèì, — ýòî ïðîèçâåäåíèß ìíîæåñòâ. Ðàíåå ìû óæå ãîâîðèëè î ïðßìîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ìíîæåñòâ. Òåïåðü æå ìû õîòèì îáîáùèòü ýòî ïîíßòèå íà ïðîèçâîëüíûé íàáîð (ìíîæåñòâî) ìíîæåñòâ. Êàê îïðåäåëèòü, íàïðèìåð, ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A, B è C? Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß ïîíßòèåì óïîðßäîœåííîé ïàðû, è íà åå îñíîâå ïîñòðîèòü óïîðßäîœåííóþ òðîéêó êàê ((a, b), c), ãäå a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, œòî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òðîåê (îíî ðàâíî (A × B) × C). Îäíàêî óæå â ýòîì ñëóœàå âèäíî ¿íåðàâíîïðàâíîå£ âõîæäåíèå êîìïîíåíòîâ òðîéêè, èáî ìû ìîãëè áû îïðåäåëèòü òðîéêó êàê (a, (b, c)) è ïîëóœèòü â èòîãå, âîîáùå ãîâîðß, ñîâåðøåííî èíîå ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ íàøèõ ìíîæåñòâ. Äëß òîãî, œòîáû íàì íå ïðèõîäèëîñü âûáèðàòü è, êðîìå òîãî, ëåãêî îáîáùèòü ïîíßòèå óïîðßäîœåííîé ïàðû äî óïîðßäîœåííîãî íàáîðà (êîðòåæà), ìû ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäûé óïîðßäîœåííûé íàáîð ýëåìåíòîâ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà íåêîòîðîì óïîðßäîœåííîì ìíîæåñòâå (íàïðèìåð, œèñëîâàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â àíàëèçå). Ýòî ïîçâîëèò íàì çàäàâàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèå óïîðßäîœåííûå íàáîðû ìíîæåñòâ. Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ.

Âíîâü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {L_x}_{x∈C} , ïðîèíäåêñèðîâàííîå ìíîæåñòâîì C.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ìíîæåñòâî ∏ C L_x := { f | | | (f : C → ⋃ x∈C L_x) ∧ (∀x ∈ C : f(x) ∈ L_x) }

íàçûâàåòñß ïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ L_x ïî ìíîæåñòâó C.

Íà âîïðîñ — ïóñòî èëè íåò ýòî ìíîæåñòâî — ìû íå ìîæåì ïîêà äàòü îïðåäåëåííûé îòâåò çà èñêëþœåíèåì òîãî ñëóœàß, êîãäà C = n, ò. å. êîãäà èíäåêñèðóþùåå ìíîæåñòâî ßâëßåòñß íàòóðàëüíûì œèñëîì. Ïðè C = n ìû ìîæåì äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå õîòß áû îäíîé ôóíêöèè, ßâëßþùåéñß ýëåìåíòîì ïðîèçâåäåíèß, ïðè áåñêîíåœíûõ C — íåò, è ýòîò âîïðîñ ìû îòëîæèì äî § 2.4 îá àêñèîìå âûáîðà. Òåïåðü æå ìû ïðåäïîëîæèì, œòî ïðîèçâåäåíèå íå ïóñòî, è ïåðåéäåì ê èçóœåíèþ åãî ñâîéñòâ.

Ôóíêöèè, ßâëßþùèåñß ýëåìåíòàìè ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ìíîæåñòâ, íàçûâàþòñß êîðòåæàìè. Åñëè äëß ëþáîãî x ∈ C èìååì L_x = L ïðè íåêîòîðîì ìíîæåñòâå L, òî âìåñòî ∏ C L_x èñïîëüçóþò ñèìâîë L^C

(Éåõ â [10] ïðåäëàãàåò ñèìâîë^C L), êîòîðûé, â ñóùíîñòè, îáîçíàœàåò ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç C â L. Çàìåòèì, œòî ïîñêîëüêó âñå L_x îäèíàêîâû, òî ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî áîëüøîì ìíîæåñòâå C ìû ìîæåì äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè èç C â L, ò. å. œòî ìíîæåñòâî L^C íå ïóñòî.

Â êàœåñòâå ïðèìåðîâ ïðèâåäåì ñëåäóþùèå: R^n — ìíîæåñòâî âñåõ n-îê âåùåñòâåííûõ œèñåë, R^ω — ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ œèñåë, 2^ω, ãäå 2 = {0, 1}, — ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ (äâîèœíûõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, œòî íà êàæäîì ìíîæåñòâå L_x çàäàí ëèíåéíûé ïîðßäîê <_x, à íà ìíîæåñòâå C çàäàíî âïîëíå óïîðßäîœåíèå <_c. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå ∏ C L_x îòíîøåíèå ≺ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëß ëþáûõ f, g ∈ ∏ C L_x ïîëîæèì

f ≺ g ⇔ ∃x ∈ C : f(x) <_x g(x) è ∀z ∈ C : (z <_c x → f(z) = g(z)). (1.1) Ïàðà ( ∏ C L_x, ≺ ) íàçûâàåòñß êàíîíèœåñêèì ïðîèçâåäåíèåì (èëè ïðîñòî ïðîèçâåäåíèåì) ëèíåéíî óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ ïî âïîëíå óïîðßäîœåííîìó ìíîæåñòâó, à îòíîøåíèå ≺ — êàíîíèœåñêèì (ëèíåéíûì) ïîðßäêîì. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàß

Òåîðåìà 1.15. Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíî óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ ïî âïîëíå óïîðßäîœåííîìó ìíîæåñòâó ëèíåéíî óïîðßäîœåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß òîãî, œòîáû óñòàíîâèòü, œòî ≺ åñòü ëèíåéíûé ïîðßäîê, îœåâèäíî, íàäî ïîêàçàòü, œòî îòíîøåíèå ≺ àíòèðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî è ñâßçíî.

1) Ïîêàæåì àíòèðåôëåêñèâíîñòü ≺. Åñëè ïðåäïîëîæèòü f ≺ f, òî èç (1.1) ïîëóœèì, œòî ñóùåñòâóåò x ∈ C òàêîé, œòî f(x) <_x f(x), œòî ïðîòèâîðåœèò àíòèðåôëåêñèâíîñòè ëèíåéíîãî ïîðßäêà <_x.

2) Ïîêàæåì òðàíçèòèâíîñòü ≺. Ïóñòü f ≺ g è g ≺ h. Òîãäà ñóùåñòâóþò x, y ∈ C òàêèå, œòî f(x) <_x g(x), g(y) <_y h(y) è äëß ëþáîãî z ∈ C èç z <_c x ñëåäóåò f(z) = g(z) è èç z <_c y ñëåäóåò g(z) = h(z). Îáîçíàœèì œåðåç a ìèíèìóì ìíîæåñòâà {x, y}, ò. å. a = min{x, y}. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, œòî â ýòîì ñëóœàå f(a) <_a h(a), ò. ê. èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà f(a) ⩽_a g(a) è g(a) ⩽_a h(a), ïðèœåì ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íåðàâåíñòâ ñòðîãîå. Äëß ëþáîãî z <_c a èìååì z <_c x è z <_c y è, ñëåäîâàòåëüíî, f(z) = g(z) = h(z). Èòàê, f ≺ h.

Ïóíêòû 1) è 2), â äîêàçàòåëüñòâå êîòîðûõ ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî ëèíåéíîå óïîðßäîœåíèå ìíîæåñòâà C è œàñòèœíîå óïîðßäîœåíèå ìíîæåñòâ L_x, ïîêàçûâàþò, œòî ïðîèçâåäåíèå œàñòèœíî óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ ïî ëèíåéíî óïîðßäîœåííîìó ìíîæåñòâó åñòü œàñòèœíî óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, œòî ñíßòèå óñëîâèß ñâßçíîñòè ñ îòíîøåíèß <_c íå ïîçâîëèò íàì äîêàçàòü ýòîò ôàêò.

3) Ïîêàæåì òåïåðü ñâßçíîñòü îòíîøåíèß ≺. Ïóñòü f, g ∈ ∏ C L_x.

Ïóñòü òàêæå f ≠ g. Íàì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, œòî ëèáî f ≺ g, ëèáî g ≺ f. Âûäåëèì â ìíîæåñòâå C ìíîæåñòâî B, ñîñòàâëåííîå èç âñåõ òàêèõ x ∈ C, äëß êîòîðûõ f(x) ≠ g(x). SSñíî, œòî B ≠ ∅ (èíàœå áû ôóíêöèè f è g áûëè áû ðàâíû). Â ñèëó òîãî, œòî <_c ñóòü ïîëíîå óïîðßäîœåíèå, ñóùåñòâóåò x = min B. Ïîíßòíî, œòî, âî-ïåðâûõ, f(x) ≠ g(x), à âî-âòîðûõ, äëß êàæäîãî z <_c x èìååì f(z) = g(z). Òåïåðü, â ñèëó ñâßçíîñòè îòíîøåíèß <_x ïîëóœèì: f(x) <_x g(x) èëè g(x) <_x f(x). Åñëè f(x) <_x g(x), òî è f ≺ g, åñëè g(x) <_x f(x), òî g ≺ f. Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ≺ ñâßçíî, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëß òîãî, œòîáû äîáèòüñß ïîëíîãî óïîðßäîœåíèß ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ìíîæåñòâ, íå äîñòàòîœíî ïðåäïîëîæèòü äîïîëíèòåëüíî, œòî <_x ñóòü âïîëíå óïîðßäîœåíèß ìíîæåñòâ L_x, êàê ýòî áûëî â ñëóœàå ñóììû ìíîæåñòâ. Íåîáõîäèìî òàêæå ïðåäïîëîæèòü, œòî ìíîæåñòâî C êîíåœíî, èëè, íå òåðßß îáùíîñòè, œòî ìíîæåñòâî C åñòü íàòóðàëüíîå œèñëî. Ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.16. Ïðîèçâåäåíèå âïîëíå óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ ïî íàòóðàëüíîìó œèñëó ßâëßåòñß âïîëíå óïîðßäîœåííûì ìíîæåñòâîì.

Ïðîâåðêó ýòîé òåîðåìû ìû ïðåäëàãàåì œèòàòåëþ. Â êàœåñòâå ïðèìåðà ñêàæåì, œòî íà îñíîâàíèè ýòîé òåîðåìû íåòðóäíî óêàçàòü ïîëíîå óïîðßäîœåíèå òàêîãî ìíîæåñòâà, êàê ω^n. Äëß òîãî, œòîáû óáåäèòüñß â òîì, œòî óñëîâèå êîíåœíîñòè ìíîæåñòâà C â îáùåì ñëóœàå ìû ñíßòü íå ìîæåì, ïðèâåäåì îäèí ïðîñòîé ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå 2^ω (ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) ñ êàíîíèœåñêèì ëèíåéíûì ïîðßäêîì ≺. Âûäåëèì â ýòîì ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâî B ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f_k(n), îïðåäåëßåìûõ ôîðìóëàìè:

f_k(n) = 0, n ⩽ k 1, n > k Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, œòî f_k ≺ f_m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m < k (çäåñü ñèìâîë < îáîçíàœàåò ïîðßäîê íà íàòóðàëüíûõ œèñëàõ). Ïîíßòíî, œòî â òàêîì ìíîæåñòâå íåò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà (ò. ê. â ω íåò íàèáîëüøåãî), à çíàœèò, 2^ω íåâîçìîæíî âïîëíå óïîðßäîœèòü êàíîíèœåñêè.

§ 1.7 Êëàññû ìíîæåñòâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ïîíßòèå êëàññà, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðß, íå ïðèíßòî ôîðìàëèçîâûâàòü â ZF, íî ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî â [7], ââåäåíèå ïîíßòèß êëàññà â òåîðèþ ìíîæåñòâ íå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðåœèþ, áîëåå òîãî, îáîãàùàåò òåîðèþ ìíîæåñòâ, òî ìû íàìåðåíû òàêæå âîñïîëüçîâàòüñß è ýòèì ïîíßòèåì. Îáðàçíî ãîâîðß, êëàññ — ýòî ïðîèçâîëüíûé îïðåäåëßåìûé íàáîð ìíîæåñòâ. Òîœíåå ãîâîðß, åñëè ó íàñ èìååòñß íåêàß ôîðìóëà φ(x) ßçûêà ZF, òî òåðì {x| φ(x)} ßâëßåòñß êëàññîì. Êàæäîå ìíîæåñòâî ßâëßåòñß êëàññîì (ò. ê. A = {x| x ∈ A} äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà A), íî íå êàæäûé êëàññ ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì (îá ýòîì ïîéäåò ðåœü íèæå). Êëàññû, íå ßâëßþùèåñß ìíîæåñòâàìè, ìû íàçûâàåì ñîáñòâåííî êëàññàìè. Äëß îáîçíàœåíèß êëàññîâ ìû èñïîëüçóåì íîâûé ñîðò ïåðåìåííûõ — êàëëèãðàôèœåñêèå ëàòèíñêèå áóêâû A, . . . , Z, — è êîíñòàíòû V è U. Ìû òàêæå îñòàâëßåì çà ñîáîé ïðàâî èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñèìâîëû (íàïðèìåð, Card, Card_τ èëè ℵ) äëß îáîçíàœåíèß íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ êëàññîâ. Âñå ýòè ñèìâîëû áóäóò îïðåäåëåíû íàìè â äàëüíåéøåì.

Â ñâßçè ñ ââåäåíèåì êëàññîâ íàì ïîíàäîáßòñß åùå íåñêîëüêî ñîãëàøåíèé äëß çàïèñè ôîðìóë, à èìåííî: z ∈ {x| φ(x)} := φ(z), {x| φ(x)} = {x| ψ(x)} := ∀x φ(x) ⇔ ψ(x), A = {x| φ(x)} := ∀x x ∈ A ⇔ φ(x), {x| φ(x)} = A := ∀x φ(x) ⇔ x ∈ A, ãäå ïåðåìåííàß A íå âõîäèò â ôîðìóëó φ(x). Ýòè ñîãëàøåíèß ïîçâîëßþò íàì ðàñïðîñòðàíßòü ñòàíäàðòíûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îòíîøåíèß ∈ è = íà êëàññû, ïðàâäà, ñ íåêîòîðûìè îãðàíèœåíèßìè. Òàê, ìû íèêîãäà íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü {x| φ(x)} ∈ X, ïîñêîëüêó â îáùåì ñëóœàå êëàññ íå ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì; ìû íèêîãäà íå ìîæåì ñòàâèòü ñèìâîë êëàññà ïîä êâàíòîð èëè â êàœåñòâå àðãóìåíòà ôîðìóëû, ïîñêîëüêó âñå ýòè ïîäñòàíîâêè âîçìîæíû ëèøü äëß ìíîæåñòâ.

Ðàíåå, êîãäà ìû èñïîëüçîâàëè âî ââåäåíèè òåðì {x| φ(x)}, ìû íå îïðåäåëßëè äëß íåãî íèêàêèõ ïðàâèë, íàõîäßñü â ðàìêàõ íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, è ñœèòàëè åãî êàê îáîçíàœåíèå ìíîæåñòâà. Îäíàêî ñ ïîßâëåíèåì àêñèîì ZF íàì ïðèøëîñü îòêàçàòüñß îò èñïîëüçîâàíèß ýòîãî òåðìà â îáùåì âèäå, à ïîëüçîâàòüñß òîëüêî åãî œàñòíûì ñëóœàåì {x| x ∈ A ∧ φ(x)}. Òåïåðü æå ìû âíîâü íàìåðåíû èñïîëüçîâàòü ýòî îáîçíàœåíèå, íî óæå íå äëß ìíîæåñòâ, à äëß êëàññîâ, à ïðèâåäåííûå ïðàâèëà, ñîáñòâåííî, ïîêàçûâàþò, œòî âñå íàøè ðàññóæäåíèß, ñîäåðæàùèå ïîíßòèå êëàññà, ìû ìîæåì áåç òðóäà ôîðìàëèçîâàòü â ZF. Äðóãèìè ñëîâàìè, êëàññû íàì ïîòðåáîâàëèñü äëß óïðîùåíèß çàïèñè óòâåðæäåíèé íà ßçûêå ZF, òîœíî òàê æå, êàê ñîêðàùåíèß ôîðìóë òèïà x ⊆ y èëè x /∈ y. Åñëè, íàïðèìåð, ó íàñ èìååòñß äîñòàòîœíî áîëüøàß ôîðìóëà φ(x) :=(x ∈ A) ∧ (x ∈ B) ∨ (x ∈ C) è ò. ï., òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êëàññ K :={x| φ(x)}, è â äàëüíåéøåì âìåñòî ýòîé äëèííîé ôîðìóëû ïèñàòü êîðîòêî x ∈ K.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñîáñòâåííî êëàññîâ. Ïóñòü V :={x| x = x}. Êëàññ V — ýòî êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, è ìíîæåñòâîì îí áûòü íå ìîæåò, ò. ê., ïðåäïîëàãàß œòî V åñòü ìíîæåñòâî, ìû ïðèäåì â ïðîòèâîðåœèå ñ òåîðåìîé 1.3, èç êîòîðîé ñëåäóåò, œòî V /∈ V. Àíàëîãèœíî êëàññ Ðàññåëëà {x| x /∈ x} íå ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì ïî òîé ïðîñòîé ïðèœèíå, œòî îí ñîâïàäàåò ñ V â ñèëó àêñèîìû ðåãóëßðíîñòè S7. Íåòðèâèàëüíûì ïðèìåðîì ñîáñòâåííî êëàññà ßâëßåòñß êëàññ âñåõ òðàíçèòèâíûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü T :={x| x — òðàíçèòèâíî}. Ïðåäïîëîæèì, œòî T ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

3 Í. È. Êàçèìèðîâ

p = ∪T. Ïîêàæåì, œòî ìíîæåñòâî S(p) òðàíçèòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, èç òîãî, œòî x ∈ S(p) ñëåäóåò x ∈ p èëè x = p. Åñëè x ∈ p, òî ñóùåñòâóåò òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî t òàêîå, œòî x ∈ t, òîãäà x ⊆ t, îòêóäà x ⊆ p è, ñëåäîâàòåëüíî, x ⊆ S(p). Åñëè æå x = p, òî îœåâèäíî, œòî x ⊆ S(p). Èòàê, S(p) òðàíçèòèâíî, ïîýòîìó S(p) ∈ T è S(p) ⊆ p. Ïðîòèâîðåœèå. Òàêèì îáðàçîì, T íå ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì.

Ïîäêëàññîì êëàññà K íàçûâàåòñß ëþáîé òàêîé êëàññ L, œòî äëß êàæäîãî ìíîæåñòâà x ∈ L èìååì x ∈ K. Åñëè ïîäêëàññ L ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì, òî åãî ìû íàçûâàåì ïîäìíîæåñòâîì êëàññà K. Äëß êëàññîâ, êàê è äëß ìíîæåñòâ, ìû èñïîëüçóåì âñå ñîêðàùåíèß äëß ôîðìóë, îïðåäåëåííûå íàìè âî ââåäåíèè, è ïîœòè âñå ñîêðàùåíèß äëß òåðìîâ, à èìåííî: K ∩ L, K ∪ L, K \ L, ∪K, Exp(K), ïðèœåì ïîä êëàññîì Exp(K) ìû ïîíèìàåì êëàññ âñåõ ïîäìíîæåñòâ êëàññà K.

Ïîíßòèß ïîñëåäóþùåãî êëàññà è ïàðû êëàññîâ óæå íåêîððåêòíû â ñëóœàå ñîáñòâåííî êëàññîâ, èáî ýëåìåíòàìè êëàññà ìîãóò áûòü ìíîæåñòâà è òîëüêî ìíîæåñòâà.

Íà êëàññàõ ìû òàêæå ìîæåì ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèß êàê êëàññû ïàð ìíîæåñòâ, â œàñòíîñòè ìû ìîæåì ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå êëàññîâ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì (ñì. ãëàâó 2), êîãäà ìû áóäåì äîêàçûâàòü, íàïðèìåð, âïîëíå óïîðßäîœåíèå íåêîòîðîãî êëàññà, ìû ôàêòèœåñêè áóäåì ïðîâåðßòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà. Ïóñòü K — êëàññ, è íà ýòîì êëàññå çàäàíî îòíîøåíèå R :={(x, y) : φ(x, y)}. Òîãäà îòíîøåíèå R íàçûâàåòñß âïîëíå óïîðßäîœåíèåì, åñëè:

1) ∀x ∈ K : ⌉xRx (àíòèðåôëåêñèâíîñòü); 2) ∀x, y, z ∈ K : xRy ∧ yRz → xRz (òðàíçèòèâíîñòü); 3) ∀x, y ∈ K : x = y ∨ xRy ∨ yRx (ñâßçíîñòü);

4) äëß ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ K, A ≠ ∅, ñóùåñòâóåò òàêîé x ∈ A, œòî äëß ëþáîãî y ∈ A èìååì xRy èëè x = y.

Àíàëîãèœíûå îïðåäåëåíèß ìîæíî ïðèâåñòè è äëß âñåõ îñòàëüíûõ âèäîâ îòíîøåíèé, êàêèå ìû ðàññìàòðèâàëè â § 1.4.

Ïîä îòîáðàæåíèåì F : K → L êëàññà K â êëàññ L ìû ïîíèìàåì êëàññ F ⊆ K×L òàêîé, œòî äëß êàæäîãî x ∈ K ñóùåñòâóåò y ∈ L òàêîé, œòî (x, y) ∈ F, è âñßêèé ðàç èç (x, y), (x, z) ∈ F ñëåäóåò y = z. Ïîíßòèå îòîáðàæåíèß — ýòî åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïîíßòèé ôóíêöèè è îïðåäåëßåìîãî îòîáðàæåíèß â òåðìèíàõ òåîðèè ìíîæåñòâ ñ êëàññàìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôîðìóëà φ(x, y) îïðåäåëßåò (x → y)– îòîáðàæåíèå, òî êëàññ F = {(x, y)| φ(x, y)} ßâëßåòñß îòîáðàæåíèåì èç êëàññà K = {x| ∃y φ(x, y)} â êëàññ L = {y| ∃x φ(x, y)}. Åñëè æå f åñòü ôóíêöèß èç A â B, òî ïîëàãàß K = A, L = B, F = f, ïîëóœàåì, œòî F åñòü îòîáðàæåíèå èç K â L.

Äëß îòîáðàæåíèß F ôîðìóëû F(x) = y èëè y = F(x), êàê è â ñëóœàå ôóíêöèè, îçíàœàþò ïîïðîñòó, œòî (x, y) ∈ F.

Äëß îòîáðàæåíèé òàê æå, êàê è äëß ôóíêöèé, ââîäßòñß ïîíßòèß èíúåêòèâíîãî, ñþðúåêòèâíîãî è áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèß, ñóïåðïîçèöèè îòîáðàæåíèé, îáðàòíîãî îòîáðàæåíèß, îáðàçà è ïðîîáðàçà, ñóæåíèß îòîáðàæåíèß íà ïîäêëàññ èëè íà ïîäìíîæåñòâî.

Ïîêàæåì îäíî ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî, êîòîðîå ìû áóäåì âïîñëåäñòâèè íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì.

Ïóñòü K — íåêîòîðûé êëàññ, Y — ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 1.17. Åñëè F åñòü èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå êëàññà K â ìíîæåñòâî Y , òî êëàññ K åñòü ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì â ìíîæåñòâå Y ïîäìíîæåñòâî Z êàê îáëàñòü çíàœåíèé F, ò. å. ïîëîæèì Z = {y ∈ Y | ∃x ∈ K : F(x) = = y}. Òîãäà îòîáðàæåíèå F : K → Z áèåêòèâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòèìî. Îòîáðàæåíèå F^{−1} : Z → K, îáðàòíîå ê F, ñþðúåêòèâíî, îòêóäà â ñèëó àêñèîìû ïîäñòàíîâêè S8 ïîëóœàåì, œòî êëàññ K åñòü ìíîæåñòâî.

Íà ýòîì ìû çàâåðøàåì ðàññìîòðåíèå îñíîâàíèé òåîðèè ìíîæåñòâ. Ïîäâåäåì íåêîòîðûå èòîãè íàøèõ ïîñòðîåíèé. Â ýòîé ãëàâå ìû ïîïûòàëèñü ïîñòðîèòü ôîðìàëüíóþ àêñèîìàòèœåñêóþ òåîðèþ ìíîæåñòâ, â àêñèîìàõ êîòîðîé ìû çàôèêñèðîâàëè âñå îñíîâíûå è âïîëíå îœåâèäíûå òðåáîâàíèß ê ìíîæåñòâàì. Ïðèäåðæèâàßñü ñòðîãèõ ïðàâèë ßçûêà ZF, ìû ñóìåëè îïðåäåëèòü â ðàìêàõ òåîðèè ìíîæåñòâ ïðàêòèœåñêè âñå îñíîâíûå ìàòåìàòèœåñêèå ïîíßòèß òàêèå, êàê îòíîøåíèå, ôóíêöèß, îòîáðàæåíèå, ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ, íàòóðàëüíûå œèñëà è ïðîœåå. Ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå ïîíßòèå êëàññà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî äîâîëüíî êîìïàêòíî è èíòóèòèâíî ïîíßòíî çàïèñûâàòü ìíîãèå ãðîìîçäêèå ôîðìóëû ßçûêà ZF.

Œòî äàåò íàì òàêîé ïîäõîä? Âî-ïåðâûõ, òîœíîñòü âñåõ âûâîäîâ òåîðèè è îòñóòñòâèå âñåõ èçâåñòíûõ ïàðàäîêñîâ òåîðèè ìíîæåñòâ. Âî-âòîðûõ, îáúåìíîñòü òåîðèè â òîì ñìûñëå, œòî â òåîðèþ ìíîæåñòâ Öåðìåëî—Ôðåíêåëß ìîæíî ïîãðóçèòü ïðàêòèœåñêè âñå ìàòåìàòèœåñêèå ðàññóæäåíèß. Â-òðåòüèõ, çà äîëãèå ãîäû òùàòåëüíûõ èññëåäîâàíèé ìàòåìàòèêàì íå óäàëîñü îáíàðóæèòü â ZF íè îäíîãî ïðîòèâîðåœèß, œòî âñåëßåò â íàñ áîëüøóþ óâåðåííîñòü â íåïðîòèâîðåœèâîñòè ýòîé òåîðèè.

3^∗

Ãëàâà 2

ÎÐÄÈÍÀËÛ

§ 2.1 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà îðäèíàëîâ

Îäíî èç ñàìûõ œàñòî èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè ìíîæåñòâ ïîíßòèé — ýòî ïîðßäîê, èëè, òîœíåå, ïîëíûé ïîðßäîê ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà. Ïðåäñòàâèì ñåáå ìíîæåñòâî íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ, îòâëåêàßñü îò èõ ïðèðîäû:

◯_0 ◯_1 ◯_2 ◯_3 . . . ◯_{n−2} ◯_{n−1}.

Íàòóðàëüíûå œèñëà, ïðîñòàâëåííûå ñíèçó, îòìåœàþò ïîðßäêîâûé íîìåð êàæäîãî ýëåìåíòà, óñòàíàâëèâàß òåì ñàìûì âçàèìíî îäíîçíàœíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íàòóðàëüíûì œèñëîì n è íàøèì ìíîæåñòâîì. Åñëè ìû èçìåíèì ïîðßäîê ýëåìåíòîâ, îòâëåêàßñü îïßòü æå îò èõ ïðèðîäû, òî ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè âíîâü ïîëóœèì òó æå êàðòèíó. Äåéñòâèòåëüíî, äëß êîíåœíûõ ìíîæåñòâ ïðè ïåðåñòàíîâêå ýëåìåíòîâ èõ àáñòðàêòíûé ïîðßäîê (èëè ïîðßäêîâûé òèï) íå ìåíßåòñß. Íî ïîñìîòðèì, êàê îáñòîèò äåëî ñ áåñêîíåœíûìè ìíîæåñòâàìè. Âîçüìåì, ê ïðèìåðó, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü œèñåë 1 − 1/n, óïîðßäîœåííûõ ïî âîçðàñòàíèþ, ò. å. îáûœíûì ñïîñîáîì, ïðèñâîèâ èì â êàœåñòâå íîìåðîâ íàòóðàëüíûå œèñëà:

◯_0 ◯_1 ◯_2 ◯_3 . . . .

Òåïåðü ïåðåíåñåì íóëåâîé ýëåìåíò â ¿êîíåö£ ýòîãî ðßäà, è ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè ñ íóëß ïîëóœèì

◯_0 ◯_1 ◯_2 . . . ◯_ω .

Ïîñëåäíåìó ýëåìåíòó â êàœåñòâå ¿íîìåðà£ ìû ïðèñâîèëè ω. Çäåñü óæå èìååòñß ïîñëåäíèé ýëåìåíò, õîòß êîëèœåñòâî ýëåìåíòîâ íå èçìåíèëîñü, ò. å. ìåæäó òåì è äðóãèì ìíîæåñòâîì ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíàœíîå ñîîòâåòñòâèå. Œòîáû áûòü áîëåå òîœíûìè, âìåñòî ïåðâîãî ïðèìåðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {1 − 1/n}^∞_{n=1} âîçüìåì ìíîæåñòâî ω ñ îáûœíûì ïîðßäêîì, à âìåñòî âòîðîãî ïðèìåðà óïîðßäîœåííîãî ìíîæåñòâà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S(ω) = ω ∪ {ω}, ãäå îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè óñòàíàâëèâàåò âïîëíå óïîðßäîœåíèå, ïðèœåì ω â ýòîì ìíîæåñòâå ßâëßåòñß íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì. Áèåêöèåé ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè áóäåò, íàïðèìåð, f(n) = n + 1, n ∈ ω, 0, n = ω, f : S(ω) ↔ ω. Ïðîäîëæàß äàëåå ïðîöåññ ¿ïåðåáðîñêè£ ýëåìåíòîâ èç ¿íàœàëà£ â ¿êîíåö£ â íàøåì ïðèìåðå, ìû áóäåì ïîëóœàòü âñå íîâûå è íîâûå ïîðßäêîâûå êîíñòðóêöèè èëè, êàê ìû äàëåå áóäåì ãîâîðèòü, ïîðßäêîâûå òèïû.

Ýòà îñîáåííîñòü áåñêîíåœíûõ ìíîæåñòâ áûëà âïåðâûå ïîäìåœåíà Êàíòîðîì (ñì. [1]) â åãî òðóäàõ ïî òåîðèè ìíîæåñòâ. Òîãäà îí ââåë ïîíßòèå ïîðßäêîâîãî òèïà âïîëíå óïîðßäîœåííîãî ìíîæåñòâà êàê íåêîåãî îáúåêòà, ïîëóœàåìîãî ïóòåì àáñòðàãèðîâàíèß îò ïðèðîäû ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà. Ìû æå âîñïîëüçóåìñß ìåòîäîì ôîí Íåéìàíà äëß îïðåäåëåíèß ïîðßäêîâûõ òèïîâ, êîòîðûé çàêëþœàåòñß â ïîñòðîåíèè ñïåöèàëüíûõ ïîëíîñòüþ óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ íàìè îðäèíàëàìè è îáëàäàþùèõ âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, ïðèœåì äëß êàæäîãî ïîëíîñòüþ óïîðßäîœåííîãî ìíîæåñòâà íàéäåòñß è òîëüêî îäèí îðäèíàë, ßâëßþùèéñß åãî ïîðßäêîâûì òèïîì.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Îðäèíàëîì (èëè ïîðßäêîâûì œèñëîì) íàçûâàåòñß âñßêîå ìíîæåñòâî X, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

X òðàíçèòèâíî è ëþáîé ýëåìåíò x ∈ X òðàíçèòèâåí.

Äëß îáîçíàœåíèß îðäèíàëîâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü, êàê ïðàâèëî, ãðåœåñêèå áóêâû, ïîýòîìó óñëîâèìñß âñþäó â äàëüíåéøåì ëþáóþ ãðåœåñêóþ áóêâó, êðîìå φ è ψ, ïîíèìàòü êàê îáîçíàœåíèå îðäèíàëà, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå. Œåðåç Ord îáîçíàœèì êëàññ âñåõ îðäèíàëîâ. Ðàññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà îðäèíàëîâ. 2.1. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ åñòü îðäèíàë.

Â äàëüíåéøåì, êîãäà ∅ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êàê îðäèíàë, ìû áóäåì íàçûâàòü åãî íóëåâûì îðäèíàëîì, îáîçíàœàß åãî 0. 2.2. Êàæäûé ýëåìåíò îðäèíàëà åñòü îðäèíàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ α. Òîãäà x òðàíçèòèâåí. Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè α ïîëóœèì x ⊆ α, îòêóäà è êàæäûé ýëåìåíò y ∈ x, áóäóœè ýëåìåíòîì α, òàêæå òðàíçèòèâåí.

2.3. Ëþáîå íàòóðàëüíîå œèñëî n ∈ ω, à òàêæå ìíîæåñòâî ω ßâëßþòñß îðäèíàëàìè, œòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.12 è ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà.

2.4. Åñëè α — íåíóëåâîé îðäèíàë, òî 0 ∈ α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç àêñèîìû ðåãóëßðíîñòè (S7) ñëåäóåò, œòî ñóùåñòâóåò x ∈ α òàêîé, œòî x ∩ α = ∅. Òàê êàê x ⊆ α, òî x ∩ α = x, îòêóäà x = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, 0 ∈ α.

2.5. Åñëè α — îðäèíàë, òî S(α) — îðäèíàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ S(α), òîãäà ëèáî x ∈ α, ëèáî x = α. Â ëþáîì ñëóœàå x ⊆ α â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè α. Êðîìå òîãî, äëß ëþáîãî x ∈ S(α) ìíîæåñòâî x òðàíçèòèâíî, ò. ê. x ∈ α èëè x = α.

Ðàíåå ìû óæå èñïîëüçîâàëè ïðèíöèï èíäóêöèè äëß íàòóðàëüíûõ œèñåë, ò. å. íà ìíîæåñòâå ω. Òåïåðü ìû äîêàæåì áîëåå îáùèé ïðèíöèï äëß âñåõ îðäèíàëîâ.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü φ(x) — ôîðìóëà ßçûêà ZF. Åñëè äëß ëþáîãî α èç òîãî, œòî ∀β ∈ α : φ(β), ñëåäóåò φ(α), òî òîãäà äëß ëþáîãî α èìååì φ(α). Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò α òàêîé, œòî ⌉φ(α).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X = {β ∈ α| ⌉φ(β)}. Åñëè ýòî ìíîæåñòâî ïóñòî, òî ∀β ∈ α : φ(β), îòêóäà φ(α). Ïðîòèâîðåœèå.

Ïóñòü X ≠ ∅. Òîãäà ïî àêñèîìå ðåãóëßðíîñòè S7 ñóùåñòâóåò β ∈ X òàêîé, œòî β ∩ X = ∅. Äëß îðäèíàëà β âåðíî ñëåäóþùåå.

à) β ⊆ α, ò. ê. β ∈ α è α òðàíçèòèâåí. á) äëß ëþáîãî γ ∈ β èìååì φ(γ), ò. ê. β ∩ X = ∅. Íî òîãäà ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïîëóœàåì φ(β). Ïðîòèâîðåœèå.

Äîêàçàííóþ òåîðåìó íàçûâàþò îáûœíî òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé èëè ïðîñòî èíäóêöèåé. Èíäóêöèß èñïîëüçóåòñß äîñòàòîœíî œàñòî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ôàêòîâ è äðóãèõ òåîðåì, ëåæàùèõ â îñíîâàíèßõ ìàòåìàòèêè.

Çàìåœàíèå 1. Åñëè ó íàñ èìååòñß íåêîòîðûé íåïóñòîé êëàññ îðäèíàëîâ K (ò. å. K ⊆ Ord), à ôîðìóëà φ, óêàçàííàß â òåîðåìå èìååò âèä x ∈ K → ψ(x), òî ìû ãîâîðèì îá èíäóêöèè íà êëàññå îðäèíàëîâ. Â ýòîì ñëóœàå äëß ïðîâåðêè óñëîâèé òåîðåìû, îœåâèäíî, äîñòàòîœíî áðàòü îðäèíàëû α è β òîëüêî èç êëàññà K. Òàê ìû ïîñòóïàåì, íàïðèìåð, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.19, èñïîëüçóß èíäóêöèþ íà êëàññå áåñêîíåœíûõ êàðäèíàëîâ.

Ïðîâåðêà óñëîâèß òåîðåìû ïðè α = 0 (à â ñëóœàå èíäóêöèè ïî êëàññó îðäèíàëîâ K ïðè α = min K) îáûœíî îñóùåñòâëßåòñß îòäåëüíî è íàçûâàåòñß áàçîé èíäóêöèè. Ïðîâåðèì, œòî óñëîâèå òåîðåìû ïðè α = 0 ðàâíîñèëüíî ôîðìóëå φ(0).^1 Ïî óñëîâèþ ìû èìååì (∀β ∈ 0 : φ(β)) → φ(0). Âîñïîëüçóåìñß íàøèìè îïðåäåëåíèßìè ñîêðàùåííîé çàïèñè ôîðìóë (ñì. ââåäåíèå), è ïåðåïèøåì óñëîâèå èíàœå: (∀β : β ∈ 0 → φ(β)) → φ(0). Èìïëèêàöèß β ∈ 0 → φ(β) èñòèííà â ñèëó ëîæíîñòè ïîñûëêè ïðè ëþáîì îðäèíàëå β, ïîýòîìó èñõîäíàß ôîðìóëà ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé ψ → φ(0), ãäå ψ îáîçíàœàåò êàêóþ-ëèáî èñòèííóþ ôîðìóëó, íàïðèìåð, β /∈ ∅. Íó à òîãäà íàøà èñõîäíàß ôîðìóëà ðàâíîñèëüíà φ(0), œòî âûòåêàåò óæå èç ñâîéñòâ èìïëèêàöèè.

Çàìåòèì, œòî èíäóêöèþ ìîæíî ïðîâîäèòü íå òîëüêî íà êëàññå îðäèíàëîâ, íî òàêæå íà ëþáîì åãî ïîäêëàññå èëè ïîäìíîæåñòâå, à òàêæå, â áîëåå îáùåì âèäå, íà ëþáîì âïîëíå óïîðßäîœåííîì êëàññå, òîëüêî âìåñòî îðäèíàëà 0 íàäî áðàòü ìèíèìóì ýòîãî êëàññà, à âìåñòî îðäèíàëîâ áðàòü èñêëþœèòåëüíî ýëåìåíòû äàííîãî êëàññà.

Äîêàæåì òåïåðü îäíî èç îñíîâíûõ, íà íàø âçãëßä, ñâîéñòâ îðäèíàëîâ.

Òåîðåìà 2.2. Êëàññ Ord âïîëíå óïîðßäîœåí îòíîøåíèåì ïðèíàäëåæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíòèðåôëåêñèâíîñòü ∈ ñëåäóåò èç àêñèîìû ðåãóëßðíîñòè, è áûëà óæå íàìè íå ðàç äîêàçàíà.

Òðàíçèòèâíîñòü ∈ íà îðäèíàëàõ âûòåêàåò èç òðàíçèòèâíîñòè îðäèíàëîâ.

Äëß äîêàçàòåëüñòâà ñâßçíîñòè ∈ íà îðäèíàëàõ ðàññìîòðèì ôîðìó- ëó φ(α, β) := α ∈ β ∨ α = β ∨ β ∈ α. Íàì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü ∀α∀β φ(α, β). Äëß ýòîãî äîêàæåì èñòèííîñòü ôîðìóëû ψ(α) := ∀β φ(α, β) èíäóêöèåé ïî α. Ïðåäïîëîæèì, œòî äëß ëþáîãî γ ∈ α èñòèííî ψ(γ). Òåïåðü äîêàæåì èíäóêöèåé ïî β èñòèííîñòü φ(α, β) (ïðè ôèêñèðîâàííîì α). Ïðåäïîëîæèì, œòî φ(α, γ) ïðè ëþáîì γ ∈ β. Èòàê, ôàêòèœåñêè ó íàñ èìååòñß ñëåäóþùåå ïðåä-

1Œàñòî â êíèãàõ ïî òåîðèè ìíîæåñòâ (íàïðèìåð, [13]) â óñëîâèå òåîðåìû îá èíäóêöèè äîáàâëßþò òðåáîâàíèå φ(0), êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðß, èçëèøíå.

ïîëîæåíèå: (∀γ ∈ α : φ(γ, β)) ∧ (∀γ ∈ β : φ(α, γ)), èç êîòîðîãî íàäî âûâåñòè φ(α, β).

Åñëè α = β, òî âñå îœåâèäíî. Ïóñòü α ≠ β. Òîãäà α \ β ≠ ∅ èëè β \ α ≠ ∅. Ðàññìîòðèì ïåðâûé âàðèàíò. Ïóñòü γ ∈ α \ β. Òîãäà èç ïðåäïîëîæåíèß ïîëóœàåì: φ(γ, β), ò. å. γ ∈ β ∨ γ = β ∨ β ∈ γ. Ñëóœàé γ ∈ β èñêëþœàåòñß ïî âûáîðó íàøåãî γ. Òàêèì îáðàçîì, γ = β ∨β ∈ γ. Èç òðàíçèòèâíîñòè α è òîãî, œòî γ ∈ α, ïîëóœàåì β ∈ α, ò. å. φ(α, β).

Ðàññìîòðèì âòîðîé âàðèàíò. Ïóñòü γ ∈ β \ α. Èç ïðåäïîëîæåíèß ïîëóœàåì òîãäà φ(α, γ), ïðèœåì ñëóœàé γ ∈ α èñêëþœàåòñß. Ïîýòîìó èìååì α ∈ γ ∨ α = γ. Òàê èëè èíàœå, èç γ ∈ β â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè β ïîëóœèì α ∈ β, ò. å. φ(α, β).

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè ∀β φ(α, β). Òåïåðü èíäóêöèåé ïî α çàêëþ- œàåì, œòî ∀α∀β φ(α, β). Èòàê, ñâßçíîñòü ∈ íà îðäèíàëàõ ïîêàçàíà. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, œòî â ëþáîì íåïóñòîì ìíîæåñòâå îðäèíàëîâ ñóùåñòâóåò ìèíèìóì. Ïóñòü B — íåïóñòîå ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ. Ïî àêñèîìå ðåãóëßðíîñòè ñóùåñòâóåò β_0 ∈ B òàêîé, œòî β_0 ∩ B = ∅. Òîãäà äëß ëþáîãî β ∈ B ïîëóœàåì ëèáî β_0 = β, ëèáî β_0 ∈ β, ò. ê. âàðèàíò β ∈ β_0, îœåâèäíî, èñêëþœàåòñß. Èòàê, β_0 = min B.

2.6. Èç òîëüêî œòî äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, œòî êàæäûé îðäèíàë âïîëíå óïîðßäîœåí îòíîøåíèåì ïðèíàäëåæíîñòè.

Â äàëüíåéøåì, êîãäà ìû áóäåì ãîâîðèòü î ïðèíàäëåæíîñòè êàê îá îòíîøåíèè ïîðßäêà íà îðäèíàëàõ, âìåñòî ñèìâîëà ∈ ìû áóäåì ïèñàòü <, à ôîðìóëà α > β áóäåò ðàâíîñèëüíà ïî îïðåäåëåíèþ ôîðìóëå β < α. Êàê îáûœíî, ðàññìàòðèâàþòñß è ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû α ⩽ β è β ⩾ α íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèßìè èç § 1.4 ïàðà (α, <), ãäå α — îðäèíàë, < — îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè, íàçûâàåòñß âïîëíå óïîðßäîœåííûì ìíîæåñòâîì. Óñëîâèìñß äëß îðäèíàëîâ âìåñòî ïàðû (α, <) ïèñàòü ïðîñòî ñàì îðäèíàë α, îòíîñß ê íåìó ïîíßòèå âïîëíå óïîðßäîœåííîãî ìíîæåñòâà. 2.7. α < β ⇔ α ⊂ β(α ⩽ β ⇔ α ⊆ β). Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α < β, òî α ⊂ β â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè β.

Ïóñòü α ⊂ β. Ïðåäïîëîæèì, œòî ⌉(α < β). Òîãäà β ⩽ α, îòêóäà β ⊆ α â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè α. Ïðîòèâîðåœèå.

2.8. Åñëè A — ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ, òî â êëàññå Ord ñóùåñòâóåò sup A è îí ðàâåí ∪A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = ∪A. Ìíîæåñòâî x åñòü îðäèíàë, ò. ê. äëß êàæäîãî z ∈ x ñóùåñòâóåò α ∈ A òàêîé, œòî z ∈ α, ïîýòîìó, âî-ïåðâûõ, z òðàíçèòèâíî, à âî-âòîðûõ, z ⊆ α ⊆ x, îòêóäà x òðàíçèòèâíî.

Ïîêàæåì, œòî x = sup A.

à) Äëß ëþáîãî α ∈ A èìååì α ⊆ x, îòêóäà ïî ñâîéñòâó 2.7 α ⩽ x, ò. å. x ßâëßåòñß âåðõíåé ãðàíüþ äëß A.

á) Ïóñòü γ — âåðõíßß ãðàíü äëß A. Òàê êàê äëß ëþáîãî α ∈ A âåðíî èëè α ⩽ γ, òî äëß ëþáîãî α ∈ A ïî ñâîéñòâó 2.7 ïîëóœèì α ⊆ γ, îòêóäà x ⊆ γ, ò. å. ïî ñâîéñòâó 2.7 èëè x ⩽ γ.

Èòàê, x — òîœíàß âåðõíßß ãðàíü A.

2.9. Íå ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåãî îðäèíàëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α = max Ord, òî S(α) ⊆ α. Ïðîòèâîðåœèå.

2.10. Êëàññ Ord íå ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Ord — ìíîæåñòâî, òî ∪ Ord åñòü îðäèíàë ïî ñâîéñòâó 2.8, ïðèœåì, îœåâèäíî, ∪ Ord = max Ord, œòî ïðîòèâîðåœèò ñâîéñòâó 2.9.

Îïðåäåëèì äâà îñíîâíûõ òèïà îðäèíàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Îðäèíàë α íàçûâàåòñß ïîñëåäóþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî x òàêîå, œòî α = S(x). Â ïðîòèâíîì ñëóœàå îðäèíàë α íàçûâàåòñß ïðåäåëüíûì, åñëè òîëüêî α > 0.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, œòî êëàññ ïðåäåëüíûõ îðäèíàëîâ è êëàññ ïîñëåäóþùèõ îðäèíàëîâ íå îãðàíèœåíû â Ord, ò. å. íå ßâëßþòñß ìíîæåñòâàìè.

2.11. α åñòü ïîñëåäóþùèé îðäèíàë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà sup α < α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ññûëàßñü íà ñâîéñòâî 2.8, çàìåòèì, œòî äëß ëþáîãî íåíóëåâîãî îðäèíàëà α

sup α = ∪α = ⋃ x∈α x, ïðèœåì sup α åñòü îðäèíàë.

Âî-âòîðûõ, ïîêàæåì, œòî óòâåðæäåíèå α < sup α ëîæíî ïðè ëþáîì íåíóëåâîì îðäèíàëå α. Ïîëüçóßñü ñâîéñòâîì 2.7, ïîëóœèì

sup α = ⋃ x∈α x ⊆ ⋃ x⊂α x ⊆ α. (2.1)

Èòàê, ïóñòü α åñòü ïîñëåäóþùèé îðäèíàë. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðäèíàë β, òàêîé, œòî α = S(β).

Òîãäà sup α = ∪α = (∪β) ∪ β = β ïî (2.1). Ñëåäîâàòåëüíî, sup α < α. Îáðàòíî, ïóñòü sup α < α. Ðàññìîòðèì îðäèíàë S(sup α). Èìååì S(sup α) = (∪α) ∪ {∪α} ⊆ α (2.2) ïî íåðàâåíñòâó (2.1) è ïî ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïî îïðåäåëåíèþ sup α äëß ëþáîãî β < α: β < (sup α) ∪ {sup α} = = S(sup α).

Ïîýòîìó α ⊆ S(sup α). (2.3) Îêîíœàòåëüíî èç (2.2) è (2.3) èìååì α = S(sup α), òî åñòü α — ïîñëåäóþùèé îðäèíàë.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà âûòåêàþò ñëåäóþùèå äâà êðèòåðèß ïîñëåäóþùåãî è ïðåäåëüíîãî îðäèíàëîâ.

2.12. α åñòü ïîñëåäóþùèé îðäèíàë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α = = S(sup α); α åñòü ïðåäåëüíûé îðäèíàë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α = sup α.

§ 2.2 Ðåêóðñèâíûå îïðåäåëåíèß.

Ïîðßäêîâûå òèïû

Îäíà èç œàñòî âñòðåœàþùèõñß â ìàòåìàòèêå êîíñòðóêöèé — ðåêóðñèß. Íàïðèìåð, âûáðàâ îïðåäåëåííûì îáðàçîì âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ f è œèñëî a, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x_n}^∞_{n=0}, îïðåäåëßåìóþ ðàâåíñòâàìè: x_0 = a, x_{n+1} = f(x_n), n ∈ ω. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðèíßòî íàçûâàòü ðåêóðñèâíûì. Âîîáùå, âñßêàß ðåêóðñèß ïîäðàçóìåâàåò ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïóòåì óêàçàíèß çàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îò ýëåìåíòîâ ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè. Ïðè ýòîì (â îáùåì ñëóœàå) ¿íîìåðà£ íå îáßçàíû áûòü èñêëþœèòåëüíî íàòóðàëüíûìè œèñëàìè, îíè ìîãóò áûòü è áåñêîíåœíûìè îðäèíàëàìè.

Ïóñòü K — êëàññ, â êîòîðîì ìû õîòèì ïîñòðîèòü (ðåêóðñèâíî) íåêîòîðóþ òðàíñôèíèòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ò. å. îòîáðàæåíèå èç Ord â K). Ïóñòü òàêæå çàäàíî îòîáðàæåíèå F : Exp(K) → K. Ïðè ïîìîùè ýòîãî îòîáðàæåíèß ìû è îïðåäåëèì ïåðåõîä â ðåêóðñèè îò ýëåìåíòîâ ñ íîìåðàìè ìåíüøå α, ãäå α — îðäèíàë, ê ýëåìåíòó ñ íîìåðîì α ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x_α = F({x_β| β < α}), x_0 = F(∅).

Êîððåêòíî ëè òàêîå îïðåäåëåíèå? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàß

Òåîðåìà 2.3. (Î ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèßõ).

Ïóñòü K åñòü êëàññ è çàäàíî îòîáðàæåíèå F : Exp(K) → K. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå G : Ord → K òàêîå, œòî

∀Δ ∈ Ord : G(Δ) = F ( {G(δ)| δ < Δ} ) . (2.4) Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß òîãî, œòîáû äîêàçàòü òåîðåìó, íàì íåîáõîäèìî ñêîíñòðóèðîâàòü òàêóþ ôîðìóëó φ, êîòîðàß îïðåäåëßëà áû îòîáðàæåíèå èç Ord â K, óäîâëåòâîðßþùåå (2.4). Äëß ýòîãî ìû ñíàœàëà ðàññìîòðèì ôîðìóëó

ψ(h) := ∃α ∈ Ord : (h : α → K) ∧ ∀β < α : h(β) = F(hβ).

Çàìåòèì, œòî âñßêîå îòîáðàæåíèå h : α → K ßâëßåòñß ôóíêöèåé ïî àêñèîìå ïîäñòàíîâêè, ïîýòîìó ôîðìóëà ψ ïîñòðîåíà êîððåêòíî. Ïîëàãàß äàëåå H = {h| ψ(h)}, ìû âèäèì, œòî êëàññ H íå ïóñò, ò. ê., íàïðèìåð, ôóíêöèß h = {(0, F(∅))} ßâëßåòñß ýëåìåíòîì H. Áîëåå òîãî, êëàññ H ëèíåéíî óïîðßäîœåí îòíîøåíèåì ⊂. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü h, h^′ ∈ H è α = dom (h), α^′ = dom (h^′). Äëß îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, œòî α ⩽ α^′. Ëåãêî óñòàíîâèòü (ïî èíäóêöèè), œòî h^′|_α = h, îòêóäà ñëåäóåò h ⊆ h^′.

Îáîçíàœèì äàëåå G = ∪H. Ïîñêîëüêó êëàññ H ëèíåéíî óïîðßäîœåí îòíîøåíèåì ⊂ è ñîñòîèò èç ôóíêöèé, òî G ßâëßåòñß îòîáðàæåíèåì. Çàìåòèì òàêæå, œòî îòîáðàæåíèå G îïðåäåëåíî äëß âñåõ îðäèíàëîâ. Èìåííî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, œòî α — íàèìåíüøèé èç îðäèíàëîâ, äëß êîòîðûõ G íå îïðåäåëåíî, òî h = G ∈ H. Ïîëàãàß äàëåå h^′ = = h∪{(α, F(hα))}, çàìåœàåì, œòî h^′ ∈ H, èáî h^′ óäîâëåòâîðßåò ôîðìóëå ψ. Òàêèì îáðàçîì, G ⊂ h^′. Ïðîòèâîðåœèå.

Òåïåðü îïðåäåëèì ôîðìóëó φ(α, x) òàê: φ(α, x) := ∃h ∈ H : h(α) = x. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, œòî G = {(α, x)| φ(α, x)}. Èòàê, ôîðìóëà φ(α, x) îïðåäåëßåò îòîáðàæåíèå G : Ord → K, ïðèœåì äëß êàæäîãî îðäèíàëà α èìååì G(α) = F(Gα), ïîñêîëüêó äëß êàæäîãî α ñóùåñòâóåò ôóíêöèß h ∈ H òàêàß, œòî G|_{S(α)} = h è h(α) = F(hα).

Òåïåðü ìû âèäèì, œòî íàø ïðèìåð ñ âåùåñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {x_n}, ïðèâåäåííûé â íàœàëå ïàðàãðàôà, åñòü œàñòíûé ñëóœàé òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì êëàññ K = R × ω. Ïîñòðîèì F : Exp(K) → K òàê: äëß êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ R ×ω, ßâëßþùåãîñß ôóíêöèåé A : S(n) → R ïðè íåêîòîðîì n ∈ ω, ïîëîæèì F(A) = (f(A(n)), S(n)), äëß âñåõ ïðîœèõ A ⊆ R × ω ïîëîæèì F(A) = (a, 0). Çäåñü ôóíêöèß f è œèñëî a òå, êîòîðûå áûëè óïîìßíóòû â íàœàëå ïàðàãðàôà. Òåïåðü íåòðóäíî ïðîâåðèòü, œòî îòîáðàæåíèå G : Ord → K, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî äîêàçàíî â òåîðåìå, îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

G(n) = (x_n, n) ïðè n < ω, G(α) = (a, 0) ïðè α ⩾ ω.

Ïîñòðîåíèå ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèé (òîœíåå, ðåêóðñèâíî îïðåäåëßåìûõ îòîáðàæåíèé) — îäíà èç ñàìûõ œàñòî âîçíèêàþùèõ çàäàœ íå òîëüêî â òåîðèè ìíîæåñòâ, íî òàêæå â àðèôìåòèêå, òîïîëîãèè è ò. ä. Œàùå âñåãî ýòó òåîðåìó ïðèìåíßþò êî ìíîæåñòâàì, ò. å. â ñëóœàå, êîãäà êëàññ K ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì, íî èíîãäà (ñì., íàïðèìåð, ãëàâó 3, òåîðåìó 3.8, ãäå K = Card_ω) ïðèõîäèòñß èñïîëüçîâàòü è áîëåå îáùèé åå âàðèàíò, êîòîðûé áûë òîëüêî œòî äîêàçàí. Â òåêóùåé ãëàâå ìû åùå íåîäíîêðàòíî âîçâðàòèìñß ê äàííîé òåîðåìå.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü (X, <_X ) — âïîëíå óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî. Åñëè ìåæäó X è íåêîòîðûì îðäèíàëîì Δ ñóùåñòâóåò ïîðßäêîâûé èçîìîðôèçì, ò. å. òàêàß áèåêöèß f : Δ → X, œòî ïðè ëþáûõ α < β < Δ èìååì f(α) <_X f(β), òî îðäèíàë Δ íàçûâàåòñß ïîðßäêîâûì òèïîì (X, <_X ), è äëß íåãî â ýòîì ñëóœàå èñïîëüçóåòñß îáîçíàœåíèå |(X, <_X )| èëè Ord(X, <_X ).

Ïîñêîëüêó ∅ × ∅ = ∅, òî ëþáîå îòíîøåíèå íà ∅ ñîâïàäàåò ñ ∅. Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ òàêæå ïîëîæèì |(∅, ∅)| = 0.

Òåîðåìà 2.4. Ëþáîå âïîëíå óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî èìååò åäèíñòâåííûé ïîðßäêîâûé òèï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåïóñòîå ìíîæåñòâî X âïîëíå óïîðßäîœåíî îòíîøåíèåì <_X . Ïîñòðîèì ôóíêöèþ F : Exp(X) → X ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: äëß ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X ïîëîæèì F (A) = min X \ A, â ñëóœàå A = X ïîëîæèì F (A) = min X.

Ïî òåîðåìå î ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèßõ ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå G èç Ord â X òàêîå, œòî G(α) = F (Gα) ïðè ëþáîì α ∈ Ord.^2

2Íàïîìíèì, œòî ñèìâîë Gα îáîçíàœàåò îáðàç îðäèíàëà α îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèß G.

I Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïîðßäêîâîãî òèïà X. Ïóñòü α ∈ Ord è Gα ⊂ X. Ïóñòü òàêæå β < α. Ià) Ïîêàæåì, œòî â ýòîì ñëóœàå G(β) < G(α).

Äåéñòâèòåëüíî, Gβ ⊆ Gα, îòêóäà X \Gα ⊆ X \Gβ, îòêóäà G(β) ⩽ G(α), à ïîñêîëüêó G(β) ∈ Gα, òî G(β) ≠ G(α), îòêóäà G(β) < G(α).

Iá) Ïîêàæåì, œòî ñóùåñòâóåò îðäèíàë Δ òàêîé, œòî GΔ = X. Â ñàìîì äåëå, åñëè ïðåäïîëîæèòü, œòî ýòî íå âåðíî, òî èç Ià) ñëåäóåò, œòî G åñòü èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç Ord â X, îòêóäà ïî òåîðåìå 1.17 ïîëóœàåì, œòî Ord áóäåò ìíîæåñòâîì. Ïðîòèâîðåœèå.

Œåðåç Δ îáîçíàœèì íàèìåíüøèé èç òàêèõ îðäèíàëîâ. Iâ) Ïîêàæåì, œòî G äåéñòâóåò èíúåêòèâíî ñ Δ â X. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ Δ ïðè ëþáîì α < Δ èìååì Gα ⊂ X, îòêóäà â ñèëó Ià) äëß ëþáûõ β < α < Δ ïîëóœèì G(β) < G(α), ò. å. G|_Δ — èíúåêöèß.

Iã) Èç Ià), Iá) è Iâ) ñëåäóåò, œòî G|_Δ îñóùåñòâëßåò ïîðßäêîâûé èçîìîðôèçì îðäèíàëà Δ è ìíîæåñòâà X. Èòàê, Δ = |(X, <_X )|.

II Ïîêàæåì, œòî ïîðßäêîâûé òèï âïîëíå óïîðßäîœåííîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëßåòñß åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Ïóñòü îðäèíàëû Δ ⩽ Γ ßâëßþòñß ïîðßäêîâûìè òèïàìè (X, <_X ). Ëåãêî ïîêàçàòü, œòî â ýòîì ñëóœàå ñóùåñòâóåò ïîðßäêîâûé èçîìîðôèçì f : Δ → Γ.

Ïðåäïîëîæèì, œòî f íå ßâëßåòñß òîæäåñòâåííîé ôóíêöèåé, è œåðåç α îáîçíàœèì íàèìåíüøèé èç òàêèõ îðäèíàëîâ, äëß êîòîðûõ f(α) ≠ α. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, œòî f(α) < α, òî ñóùåñòâóåò δ < α òàêîå, œòî f(δ) = f(α), œòî íàðóøàåò èíúåêòèâíîñòü f. Èòàê, f(α) > α. Òîãäà äëß ëþáîãî δ < α èìååì f(δ) < α, à äëß ëþáîãî δ ⩾ α, δ ∈ Δ, ïîëóœèì f(δ) > α.

Èòàê, α /∈ fΔ = Γ, œòî ïðîòèâîðåœèò òîìó, œòî α < Δ < Γ, ò. å. α ∈ Γ. Ñëåäîâàòåëüíî, f åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, îòêóäà Δ = Γ, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Î ôóíäèðîâàííîñòè êëàññîâ.

Â § 1.7 íàìè áûëî ââåäåíî ïîíßòèå êëàññà êàê îïðåäåëßåìîé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ. Êëàññàìè, íàïðèìåð, ßâëßþòñß V (êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ) è Ord (êëàññ âñåõ îðäèíàëîâ). Îòìåòèì, œòî àêñèîìà ðåãóëßðíîñòè (ôóíäèðîâàíèß) S7, êîòîðàß íàâîäèò äîñòàòîœíî ñòðîãèé ïîðßäîê íà ìíîæåñòâàõ, áûëà íàìè ñôîðìóëèðîâàíà äëß ìíîæåñòâ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ: íàñêîëüêî ñïðàâåäëèâî ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå äëß êëàññîâ, óïîðßäîœåíû ëè îíè ñòîëü æå ñòðîãî êàê ìíîæåñòâà?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñîäåðæèòñß â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.5. Åñëè K — íåïóñòîé êëàññ, òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X ∈ K òàêîå, œòî X ∩ K = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K — íåïóñòîé êëàññ. Ïðåäïîëîæèì, œòî äëß ëþáîãî X ∈ K èìååì X ∩ K ≠ ∅. Äëß äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîñòðîèì ñïåöèàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ, êîòîðàß ñâåäåò ôóíäèðîâàííîñòü êëàññîâ ê ôóíäèðîâàííîñòè ìíîæåñòâ.

Òàê êàê K ≠ ∅, òî ñóùåñòâóåò A_0 ∈ K, òîãäà ìíîæåñòâî A_0 ∩ K íåïóñòî. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå F èç êëàññà Exp(Exp(K)) â êëàññ Exp(K) ïî ïðàâèëó: äëß ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A ⊆ Exp(K) ïîëîæèì

F(A) = ⋃ a∈A ⋃ x∈a (x ∩ K), äëß ïóñòîãî ìíîæåñòâà: F(∅) = A_0 ∩ K.

Ïî òåîðåìå î ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèßõ ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå G : Ord → Exp(K) òàêîå, œòî äëß êàæäîãî îðäèíàëà α èìååì G(α) = F(Gα). Â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèß î íåôóíäèðîâàííîñòè êëàññà K ëåãêî ïîêàçàòü, œòî ïðè ëþáîì α ∈ Ord ìíîæåñòâî G(α) íåïóñòî.

Ðàññìîòðèì ñóæåíèå îòîáðàæåíèß G íà ìíîæåñòâî ω. Ïî àêñèîìå ïîäñòàíîâêè êëàññ {G(n)| n ∈ ω} åñòü ìíîæåñòâî. Îáîçíàœèì œåðåç X_n ìíîæåñòâî G(n) ïðè êàæäîì n ∈ ω. Òîãäà X = ⋃ n∈ω X_n åñòü ìíîæåñòâî ïî àêñèîìå îáúåäèíåíèß, êðîìå òîãî, X ⊆ K.

Äëß ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò n òàêîå, œòî x ∈ X_n. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ x ∩ K ≠ ∅. Êðîìå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, œòî x ∩ K ⊆ X_{n+1}, ò. å. x ∩ K ⊆ X, îòêóäà x ∩ K ⊆ x ∩ X, îòêóäà x ∩ X ≠ ∅. Ïîëóœåíî ïðîòèâîðåœèå ñ àêñèîìîé ðåãóëßðíîñòè äëß ìíîæåñòâà X.

§ 2.3 Àðèôìåòèêà îðäèíàëîâ

Êîãäà ìû äàåì îïðåäåëåíèå íåêîòîðîìó îáúåêòó (ìíîæåñòâó), íàçûâàß åãî œèñëîì, òî ýòî íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå îáßçàòåëüñòâà, èáî íàä œèñëàìè ïðèíßòî îñóùåñòâëßòü êàê ìèíèìóì äâå îïåðàöèè: ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. Ñëåäóß äàííîé òðàäèöèè, ìû ââîäèì âñïîìîãàòåëüíûé èíñòðóìåíòàðèé íà êëàññå îðäèíàëîâ, êîòîðûé áóäåò ðàññìîòðåí â äàííîì ïàðàãðàôå è êîòîðûé, îïßòü æå ïî òðàäèöèè, áóäåò íàçâàí àðèôìåòèêîé îðäèíàëîâ.

Ïóñòü ó íàñ èìååòñß íåíóëåâîé îðäèíàë Δ, èíäåêñèðóþùèé ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ {α_δ}_{δ∈Δ}. Íà âñåõ îðäèíàëàõ ìû ðàññìàòðèâàåì îäíî è òî æå îòíîøåíèå ïîëíîãî óïîðßäîœåíèß — îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè. Òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êàíîíèœåñêóþ ñóììó îðäèíàëîâ α_δ ïî îðäèíàëó Δ òàê, êàê ìû îïðåäåëßëè êàíîíèœåñêóþ ñóììó âïîëíå óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ ïî âïîëíå óïîðßäîœåííîìó ìíîæåñòâó â § 1.6. Èç òåîðåìû 1.14 âûòåêàåò, œòî êàíîíèœåñêàß ñóììà îðäèíàëîâ α_δ ïî îðäèíàëó Δ åñòü âïîëíå óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî. À ýòî îçíàœàåò, œòî ó êàíîíèœåñêîé ñóììû îðäèíàëîâ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîðßäêîâûé òèï, êîòîðûé òîæå ßâëßåòñß îðäèíàëîì.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ñóììîé îðäèíàëîâ α_δ â ïîðßäêå Δ íàçûâàåòñß ïîðßäêîâûé òèï èõ êàíîíèœåñêîé ñóììû ïî îðäèíàëó Δ. Ñóììà îðäèíàëîâ α_δ â ïîðßäêå Δ îáîçíàœàåòñß ñèìâîëîì ∑ δ∈Δ α_δ.

Â òîì ñëóœàå, êîãäà îðäèíàë Δ ßâëßåòñß íàòóðàëüíûì œèñëîì èëè îðäèíàëîì ω, äëß îáîçíàœåíèß ñóììû îðäèíàëîâ ìû äîïóñêàåì èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ ìàòåìàòèœåñêèõ ñèìâîëîâ, íàïðèìåð,

α_0 + α_1 + · · · + α_n, ∞∑ n=0 α_n. Äëß íàãëßäíîãî ïðåäñòàâëåíèß ñóììû îðäèíàëîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß êàðòèíêîé: [∘ ∘ ∘ . . . ) α_0 [∘ ∘ ∘ . . . ) α_1 [∘ ∘ ∘ . . . ) α_2 . . . Ïðè ñëîæåíèè îðäèíàëû âûñòðàèâàþòñß ¿äðóã çà äðóãîì£ è îáðàçóþò íîâûé ïîðßäêîâûé òèï. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, œòî â ñëóœàå, êîãäà α_0 è α_1 ßâëßþòñß íàòóðàëüíûìè œèñëàìè, èõ ñóììà, êàê ñóììà îðäèíàëîâ, ñîâïàäàåò ñ îáûœíîé ñóììîé íàòóðàëüíûõ œèñåë.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèß îðäèíàëîâ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ {α_δ}_{δ∈Δ}. Ïîñêîëüêó âñå îðäèíàëû âïîëíå óïîðßäîœåíû, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êàíîíèœåñêîå ïðîèçâåäåíèå îðäèíàëîâ α_δ ïî îðäèíàëó Δ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.15 ýòî ïðîèçâåäåíèå áóäåò ëèíåéíî óïîðßäîœåííûì ìíîæåñòâîì. Äëß åãî âïîëíå óïîðßäîœåííîñòè ïðèõîäèòñß ïðåäïîëàãàòü, œòî îðäèíàë Δ åñòü íàòóðàëüíîå œèñëî. Ïîýòîìó ïîëîæèì äàëåå Δ = n. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.16 êàíîíèœåñêîå ïðîèçâåäåíèå îðäèíàëîâ α_δ ïî îðäèíàëó n áóäåò âïîëíå óïîðßäîœåííûì ìíîæåñòâîì, äëß êîòîðîãî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîðßäêîâûé òèï, ßâëßþùèéñß îðäèíàëîì.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïðîèçâåäåíèåì îðäèíàëîâ α_δ â ïîðßäêå n íàçûâàåòñß ïîðßäêîâûé òèï èõ êàíîíèœåñêîãî ïðîèçâåäåíèß ïî îðäèíàëó n. Ïðîèçâåäåíèå îðäèíàëîâ α_δ â ïîðßäêå n îáîçíàœàåòñß ñèìâîëîì ∏ δ∈n α_δ, ëèáî îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñòàíäàðòíûõ ñèìâîëîâ: n−1∏ i=0 α_i, α_0α_1 . . . α_{n−1}. Çäåñü ìû îïðåäåëèëè ïîêà òîëüêî êîíåœíîå ïðîèçâåäåíèå îðäèíàëîâ. Â äàëüíåéøåì ìû îïðåäåëèì è áåñêîíåœíûå ïðîèçâåäåíèß, ïîëüçóßñü òåîðåìîé î ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèßõ.

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ îðäèíàëîâ α_0α_1 (ïðè n = 2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê: [ [ α_1 )[ α_1 )[ α_1 ) . . . ) α_0

Ïðè ïðîèçâåäåíèè îðäèíàëîâ α_0 è α_1 îðäèíàë α_1 ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâòîðßåòñß â òîì ïîðßäêå, êîòîðûé äèêòóåò îðäèíàë α_0. Åñëè α_0 è α_1 åñòü íàòóðàëüíûå œèñëà, òî èõ ïðîèçâåäåíèå ñîâïàäàåò ñ îáûœíûì ïðîèçâåäåíèåì íàòóðàëüíûõ œèñåë.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñóììû è êîíåœíîãî ïðîèçâåäåíèß îðäèíàëîâ.^3

2.13. Ñëîæåíèå âîîáùå ãîâîðß íå êîììóòàòèâíî, ò. ê., íàïðèìåð, ω + 1 = S(ω), à 1 + ω = ω.

2.14. Ñëîæåíèå àññîöèàòèâíî: (α + β) + γ = α + (β + γ). 2.15. Íóëåâîé îðäèíàë åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ïî ñëîæåíèþ: α + 0 = 0 + α = α.

2.16. Äåéñòâóåò çàêîí ñîêðàùåíèß ñëåâà: åñëè α + β = α + γ, òî β = γ. 2.17. Çàêîí ñîêðàùåíèß ñïðàâà íå äåéñòâóåò. Íàïðèìåð, 1 + ω = = 2 + ω, íî 1 ≠ 2.

2.18. Ïðîèçâåäåíèå îðäèíàëîâ âîîáùå ãîâîðß íå êîììóòàòèâíî. Òàê, íàïðèìåð, ω · 2 = ω, íî 2 · ω ≠ ω.

3Çàìåòèì, œòî äëß ôîðìàëüíîé ïðîâåðêè ðàâåíñòâà ïîðßäêîâûõ òèïîâ äâóõ ìíîæåñòâ, íà êîòîðîé îñíîâàíû äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ, äîñòàòîœíî óñòàíîâèòü ïîðßäêîâûé èçîìîðôèçì ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè, êîòîðûé êàê ïðàâèëî îœåâèäåí èç ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà, îïðåäåëßþùåãî ðåçóëüòàò ñëîæåíèß èëè óìíîæåíèß îðäèíàëîâ, èíòóèòèâíî æå ýòè ñâîéñòâà ëåãêî óñòàíîâèòü, ïîëüçóßñü ãðàôèœåñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ñóììû è ïðîèçâåäåíèß,.

2.19. Ïðîèçâåäåíèå àññîöèàòèâíî: (αβ)γ = α(βγ). 2.20. 1 åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ïî óìíîæåíèþ: 1 · α = α · 1 = α. 2.21. Äåéñòâóåò ïðàâûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí: (α + β)γ = αγ + βγ. 2.22. Ëåâûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí íå äåéñòâóåò. Òàê, íàïðèìåð, 2(ω + 1) = (ω + 1) + (ω + 1) = (ω + (1 + ω)) + 1 = (ω + ω) + 1, íî 2ω + 2 = = (ω + ω) + 2.

2.23. Ìîíîòîííîñòü: åñëè α > 0, òî β ⩽ αβ è β ⩽ βα. 2.24. Ïðàâàß äèñòðèáóòèâíîñòü â îáùåì âèäå: ∑ δ∈Δ α_δ β = ∑ δ∈Δ (α_δβ). Åñëè â ýòîì ðàâåíñòâå ïîëîæèòü α_δ = 1 ïðè ëþáîì δ ∈ Δ, òî ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Åñëè äëß ëþáîãî δ ∈ Δ èìååì α_δ = β, òî ∑ δ∈Δ α_δ = Δ · β.

Äëß îïðåäåëåíèß ïðîèçâîëüíîãî ïðîèçâåäåíèß îðäèíàëîâ íàì ïîòðåáóåòñß òåîðåìà î ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèßõ 2.3 è, êðîìå òîãî, íåñêîëüêî íîâûõ îáîçíàœåíèé. Âî-ïåðâûõ, œåðåç Ord_1 îáîçíàœèì êëàññ íåíóëåâûõ îðäèíàëîâ. Âî-âòîðûõ, äëß êàæäîé óïîðßäîœåííîé ïàðû (a, b) œåðåç co_1(a, b) áóäåì îáîçíàœàòü ëåâóþ åå êîîðäèíàòó, à œåðåç co_2(a, b) îáîçíàœèì ïðàâóþ åå êîîðäèíàòó. Íàêîíåö â-òðåòüèõ, äëß âñßêîãî ïîäìíîæåñòâà B â ïðßìîì ïðîèçâåäåíèè êëàññîâ K × L œåðåç π_1B îáîçíàœèì ìíîæåñòâî {co_1 s| s ∈ B}, à œåðåç π_2B îáîçíàœèì ìíîæåñòâî {co_2 s| s ∈ B}. π_1B è π_2B íàçûâàþòñß ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé è ïðàâîé ïðîåêöèßìè ìíîæåñòâà B.

Òåîðåìà 2.6. Äëß ëþáîãî îòîáðàæåíèß I : Ord → Ord_1 ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå P : Ord → Ord_1 òàêîå, œòî:

1) P(0) = 1;

2) P(α + 1) = P(α) · I(α);

3) åñëè α — ïðåäåëüíûé, òî P(α) = sup_{γ<α} P(γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå F : Exp(Ord_1 × Ord_1) → Ord_1 × Ord_1 ïî ïðàâèëó: äëß ìíîæåñòâà B ⊆ Ord_1 × Ord_1 ïîëîæèì:

F(B) =

(1, 0), B = ∅; (sup π_1B, sup π_2B), sup π_2B ∉ π_2B; (sup π_1B · I(sup π_2B), sup π_2B + 1), sup π_2B ∈ π_2B.

4 Í. È. Êàçèìèðîâ

Òîãäà ïî òåîðåìå î ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèßõ ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå G èç Ord â Ord_1 × Ord_1 òàêîå, œòî

G(α) = F(Gα), α ∈ Ord .

Òåïåðü ââåäåì îòîáðàæåíèå P : Ord → Ord_1 ïî ïðàâèëó:

∀α ∈ Ord : P(α) = co_1 G(α).

à) Èç îïðåäåëåíèß îòîáðàæåíèß F âèäíî, œòî åñëè îïðåäåëåí sup π_2B, òî co_1 F(B) ⩾ sup π_1B. Ïóñòü α < β. Òàê êàê G(α) ∈ Gβ, òî sup π_1Gβ ⩾ co_1 G(α), îòêóäà co_1 G(β) = co_1 F(Gβ) ⩾ co_1 G(α), ò. å. îòîáðàæåíèå P ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.

á) Ïîêàæåì èíäóêöèåé, œòî ïðè ëþáîì α ∈ Ord èìååì co_2 G(α) = α. Ïðåäïîëîæèì, œòî îíî âåðíî ïðè ëþáîì β < α.

Òîãäà π_2Gα = α. Èç îïðåäåëåíèß F âèäíî, œòî åñëè sup α ∈ α, òî co_2 F(Gα) = sup α + 1 = α, åñëè æå sup α ∉ α, òî sup α = α è co_2 F(Gα) = = sup α = α. Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî 2.12 îðäèíàëîâ èç § 2.1.

â) Äîêàæåì èíäóêöèåé, œòî îòîáðàæåíèå P è åñòü èñêîìîå. Äåéñòâèòåëüíî, G(0) = F(∅) = (1, 0), ò. å. P(0) = 1. Ïóñòü ïðè ëþáîì γ < α îòîáðàæåíèå P óäîâëåòâîðßåò âûâîäó òåîðåìû. Ïîêàæåì, œòî P áóäåò èñêîìûì è äëß α.

Ïóñòü α = β + 1. Òîãäà â ñèëó ìîíîòîííîñòè P ïîëóœèì sup π_1Gα = = P(β). Â ñèëó ïóíêòà á) π_2Gα = α è, ñëåäîâàòåëüíî, sup π_2Gα = β ∈ π_2Gα. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèß F ïîëóœèì P(α) = P(β) · · I(β).

Ïóñòü α — ïðåäåëüíûé îðäèíàë. Ñíîâà â ñèëó ìîíîòîííîñòè P ïîëóœèì sup π_1Gα = sup_{γ<α} P(γ). Èç á) ñëåäóåò, œòî π_2Gα = α è sup π_2Gα =

= α ∉ π_2Gα. Òîãäà èç îïðåäåëåíèß F çàêëþœàåì, œòî P(α) = sup_{γ<α} P(γ).

Èòàê, P ßâëßåòñß èñêîìûì îòîáðàæåíèåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Îòîáðàæåíèå P, çàâèñßùåå îò îòîáðàæåíèß I è ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî òîëüêî œòî áûëî äîêàçàíî, íàçûâàåòñß ïðîäóêöèîííûì îòîáðàæåíèåì ñ ïîðßäêîì I.

Ïðîäóêöèîííîå îòîáðàæåíèå ñëóæèò äëß ïîñòðîåíèß ïðîèçâåäåíèé îðäèíàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïóñòü åñòü ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ A, ïðîèíäåêñèðîâàííîå îðäèíàëîì Δ è ôóíêöèß I åñòü èíäåêñàöèß. Åñëè 0 ∈ A, òî 0 íàçûâàåòñß ïðîèçâåäåíèåì îðäèíàëîâ èç A â ïîðßäêå I.

Åñëè 0 ∉ A, òî ïðîäîëæèì èíäåêñèðóþùóþ ôóíêöèþ I (îíà äåéñòâóåò ñþðúåêòèâíî èç Δ íà A) äî êàêîãî-ëèáî îòîáðàæåíèß I èç Ord â Ord_1 (íàïðèìåð, ïîëîæèì I(α) = 1 ïðè α ⩾ Δ). È ïóñòü P îáîçíàœàåò ïðîäóêöèîííîå îòîáðàæåíèå ñ ïîðßäêîì I. Òîãäà îðäèíàë P(Δ) íàçûâàåòñß ïðîèçâåäåíèåì îðäèíàëîâ èç A â ïîðßäêå Δ.

Â òîì è äðóãîì ñëóœàå ïðîèçâåäåíèå îáîçíàœàåòñß ∏ δ∈Δ I(δ). Ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ îðäèíàëà S(Δ) â åñòåñòâåííîì ïîðßäêå (ò. å. â êàœåñòâå èíäåêñèðóþùåãî ìíîæåñòâà áåðåòñß ïîðßäêîâûé òèï ìíîæåñòâà íåíóëåâûõ îðäèíàëîâ èç S(Δ), êîòîðûì ßâëßåòñß ñàì îðäèíàë S(Δ) ïðè Δ ⩾ ω, è n ïðè Δ = n) íàçûâàþò ôàêòîðèàëîì îðäèíàëà Δ è îáîçíàœàþò Δ!, ò. å.

Δ! = ∏ δ∈S(Δ)\{0} δ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, œòî äàííîå ïîíßòèå ôàêòîðèàëà äëß íàòóðàëüíîãî œèñëà ñîâïàäàåò ñ îáûœíûì ïîíßòèåì ôàêòîðèàëà.

Çàìåœàíèå 2. Â ñëóœàå, êîãäà Δ = 0, ò. å. ìíîæåñòâî A ïóñòî è ïðîèíäåêñèðîâàíî íóëåâûì îðäèíàëîì, ïî îïðåäåëåíèþ ïîëóœèì ∏ δ∈Δ I(δ) = P(0) = 1.

Áîëåå íàãëßäíûå ïðàâèëà äëß ïîäñœåòà ïðîèçâåäåíèß îðäèíàëîâ òàêîâû:

• ïðîèçâåäåíèå íóëß ñîìíîæèòåëåé åñòü 1;

• åñëè èçâåñòíî ïðîèçâåäåíèå α ñîìíîæèòåëåé, òî óìíîæèâ åãî íà (α + 1)-é ñîìíîæèòåëü, ïîëóœèì ïðîèçâåäåíèå (α + 1)-ãî ñîìíîæèòåëß;

• åñëè îðäèíàë α — ïðåäåëüíûé è èçâåñòíû ïðîèçâåäåíèß β ñîìíîæèòåëåé äëß êàæäîãî β < α, òî ñóïðåìóì ýòèõ ïðîèçâåäåíèé è åñòü ïðîèçâåäåíèå α ñîìíîæèòåëåé.

§ 2.4 Àêñèîìà âûáîðà

Àêñèîìà âûáîðà, î êîòîðîé çäåñü ïîéäåò ðåœü, ïîßâèëàñü â ñâßçè ñ îäíîé íå âïîëíå îœåâèäíîé ïðîáëåìîé. Ïðåäñòàâèì ñåáå, œòî ó íàñ

4^∗

èìååòñß íåñêîëüêî íåïóñòûõ ìíîæåñòâ X_1, . . . , X_n, è èç êàæäîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ íåîáõîäèìî âûáðàòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó x_1, . . . , x_n (x_i ∈ X_i), îáðàçîâàâ ïðè ýòîì íîâîå ìíîæåñòâî C = {x_1, . . . , x_n}, êîòîðîå íàçûâàåòñß ñåœåíèåì ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ {X_1, . . . , X_n}. Òàêîé âûáîð, êàçàëîñü áû, íå ïðåäñòàâëßåò ñëîæíîñòè. Íî œòî åñëè èìååòñß áåñêîíåœíûé íàáîð èñõîäíûõ ìíîæåñòâ? Êàê ïîñòðîèòü ôóíêöèþ, êîòîðàß êàæäîìó èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñòàâèëà áû â ñîîòâåòñòâèå åãî ñîáñòâåííûé ýëåìåíò? Êàê îêàçàëîñü, ýòî ñäåëàòü íåâîçìîæíî, åñëè ìû íàõîäèìñß â ðàìêàõ àêñèîì ZF! Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü àêñèîìó âûáîðà (AC):

Äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà X, åñëè ìíîæåñòâî ∪X íå ïóñòî, ñóùåñòâóåò ôóíêöèß f : X → ∪X òàêàß, œòî ïðè ëþáîì x ∈ X åñëè x ≠ ∅, òî f(x) ∈ x, ïðè ýòîì f íàçûâàþò ôóíêöèåé âûáîðà äëß ìíîæåñòâà X.

Íà âîïðîñ î òîì, ïîœåìó AC íàçûâàþò èìåííî àêñèîìîé, îòâåœàþò ñëåäóþùèå òåîðåìû ìåòàìàòåìàòèêè.

Òåîðåìà 2.7. (Êóðò Ãĳäåëü, 1936). Íåâîçìîæíî îïðîâåðãíóòü àêñèîìó âûáîðà (â ñèìâîëàõ: Con(ZF)→ Con(ZF+AC)).

Òåîðåìà 2.8. (Ïîëü Êî́ýí, 1963). Íåâîçìîæíî äîêàçàòü àêñèîìó âûáîðà (â ñèìâîëàõ: Con(ZF)→ Con(ZF+⌉AC)).

Çäåñü ñèìâîë Con îáîçíàœàåò ñîâìåñòíîñòü (íåïðîòèâîðåœèâîñòü) àêñèîìàòèêè, óêàçàííîé â ñêîáêàõ, à âûðàæåíèå ZF+AC îáîçíàœàåò àêñèîìàòèêó, ïîëóœåííóþ äîáàâëåíèåì àêñèîìû âûáîðà AC ê àêñèîìàì ZF, ñîîòâåòñòâåííî, ZF+⌉AC îáîçíàœàåò àêñèîìàòèêó, ïîëóœåííóþ äîáàâëåíèåì îòðèöàíèß àêñèîìû âûáîðà ê àêñèîìàì ZF.

Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìà âûáîðà íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ, è ìîæåò áûòü ïðèíßòà êàê åùå îäíà àêñèîìà íàøåé òåîðèè. Íî ïîñêîëüêó îíà âñòðåœàåò íåîäîáðåíèå ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ (â îñîáåííîñòè ñ ïîßâëåíèåì â ïîñëåäíåå âðåìß íå ìåíåå ïðèâëåêàòåëüíîé àêñèîìû äåòåðìèíèðîâàííîñòè AD, ïðîòèâîðåœàùåé AC), ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü åå êàê åùå îäíó àêñèîìó ZF, à äëß òåîðèè ZF+AC ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíàœåíèå ZFC. Ñëåäóß Êóðàòîâñêîìó [9], âñå óòâåðæäåíèß, êîòîðûå ìû áóäåì äîêàçûâàòü â ðàìêàõ òåîðèè ZFC, ìû áóäåì îòìåœàòü çíàêîì ∘, âûñòàâëßß åãî ïåðåä êëþœåâûì ñëîâîì óòâåðæäåíèß, íàïðèìåð, ∘Òåîðåìà.

Êðîìå àêñèîìû âûáîðà èíîãäà èñïîëüçóþò ðàçíûå åå œàñòíûå ñëóœàè. Òàê, íàïðèìåð, àêñèîìà ñœåòíîãî âûáîðà AC_ω ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè âûáîðà f : X → ∪X ëèøü äëß ñœåòíûõ ìíîæåñòâ X (ò. å. òàêèõ ìíîæåñòâ X, œòî X ↔ ω, ñì. ñòð. 19). Ýòà àêñèîìà õîðîøà òåì, œòî îíà âûâîäèìà êàê èç AC, òàê è èç AD, è ñ åå ïîìîùüþ íåëüçß ïîëóœèòü âñå òå ¿ïàðàäîêñàëüíûå£ âûâîäû, êîòîðûå äàåò îáûœíàß àêñèîìà âûáîðà (íåêîòîðûå èç ýòèõ âûâîäîâ ìû ðàññìîòðèì â êîíöå äàííîãî ïàðàãðàôà), íî òåì íå ìåíåå ìîæíî ïîëóœèòü áîëüøèíñòâî òåîðåì àíàëèçà.^4

Êàê îêàçàëîñü, ñóùåñòâóåò ìíîãî ýêâèâàëåíòíûõ àêñèîìå âûáîðà âåñüìà öåííûõ óòâåðæäåíèé (ñì. [9]). Çäåñü ìû ïðèâåäåì òîëüêî äâà, èáî îíè ïîíàäîáßòñß íàì â äàëüíåéøåì. Ýòî òåîðåìà Öåðìåëî î ïîëíîì óïîðßäîœåíèè è ëåììà Öîðíà.

Òåîðåìà 2.9. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß ýêâèâàëåíòíû â ðàìêàõ òåîðèè ZF:

1) AC (àêñèîìà âûáîðà);

2) ZT (òåîðåìà Öåðìåëî): êàæäîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü âïîëíå óïîðßäîœåíî;

3) ZL (ëåììà Öîðíà): â ëþáîì œàñòèœíî óïîðßäîœåííîì íåïóñòîì ìíîæåñòâå, åñëè ëþáàß åãî öåïü îãðàíèœåíà, èìååòñß ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, œòî AC → ZT → ZL → AC. I Ïîêàæåì, œòî èç àêñèîìû âûáîðà âûòåêàåò òåîðåìà Öåðìåëî.

Ïóñòü X — íåïóñòîå ìíîæåñòâî, f — ôóíêöèß âûáîðà íà ìíîæåñòâå Exp(X), à ôóíêöèß F : Exp(X) → X äåéñòâóåò ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: äëß êàæäîãî A ⊆ X F (A) = f(X \ A).

Èç òåîðåìû î ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèßõ (ñì. òåîðåìó 2.3) ñëåäóåò, œòî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå G : Ord → X òàêîå, œòî ïðè ëþáîì îðäèíàëå α G(α) = F (Gα).

Ià) Ïóñòü Gβ ⊂ X (ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî) ïðè íåêîòîðîì îðäèíàëå β è îðäèíàë α < β. Ïîêàæåì, œòî â ýòîì ñëóœàå G(α) ≠ G(β).

Äåéñòâèòåëüíî, G(β) = F (Gβ) = f(X \ Gβ) è ìíîæåñòâî X \ Gβ íå ïóñòî, ïîýòîìó G(β) ∉ Gβ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ëåãêî âèäåòü, G(α) ∈ Gβ, îòêóäà G(α) ≠ G(β).

Iá) Ïîêàæåì, œòî ñóùåñòâóåò îðäèíàë Δ òàêîé, œòî G|_Δ äåéñòâóåò èç Δ íà X ñþðúåêòèâíî.

4Áîëåå ïîäðîáíî îá àêñèîìå âûáîðà è àêñèîìå äåòåðìèíèðîâàííîñòè ñì. â [8, 11].

Äîïóñòèì, œòî ýòî íå òàê, ò. å. ïðè ëþáîì îðäèíàëå Δ èìååì GΔ ⊂ X. Òîãäà, êàê âèäíî èç Ià), äëß îðäèíàëîâ Δ^′ ≠ Δ^{′′} ïîëóœèì G(Δ^′) ≠ = G(Δ^{′′}). Òàêèì îáðàçîì, èìååòñß èíúåêöèß ñ êëàññà îðäèíàëîâ â ìíîæåñòâî, îòêóäà ëåãêî ïîêàçàòü (ïî òåîðåìå 1.17), œòî Ord åñòü ìíîæåñòâî. Ïðîòèâîðåœèå.

Èòàê, ñóùåñòâóåò îðäèíàë Δ, ñ êîòîðîãî G äåéñòâóåò ñþðúåêòèâíî íà X. Â äàëüíåéøåì œåðåç Δ áóäåì îáîçíàœàòü íàèìåíüøèé èç òàêèõ îðäèíàëîâ.

Iâ) Îœåâèäíî, Δ > 0, ò. ê. X íå ïóñòî. Ïîêàæåì, œòî ôóíêöèß g = = G|_Δ äåéñòâóåò èç Δ â X èíúåêòèâíî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α < β < Δ, òîãäà gα è gβ åñòü ñîáñòâåííûå ïîäìíîæåñòâà X (èíàœå Δ íå áûë áû íàèìåíüøèì èç îðäèíàëîâ, ñ êîòîðûõ G äåéñòâóåò ñþðúåêòèâíî íà X). Òåïåðü, èç Ia) ëåãêî ïîëóœèòü, œòî g(α) ≠ g(β), îòêóäà ñëåäóåò èíúåêòèâíîñòü g.

Iã) Èç Iá) è Iâ) çàêëþœàåì, œòî ôóíêöèß g åñòü âçàèìíî îäíîçíàœíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó X è Δ. Ïîëàãàß òåïåðü äëß ëþáûõ a, b ∈ X : a <_X b ⇔ g^{−1}(a) < g^{−1}(b), ïîëóœàåì ïîëíîå óïîðßäîœåíèå ìíîæåñòâà X, äëß êîòîðîãî Ord(X, <_X ) = Δ.

II Ïîêàæåì, œòî èç òåîðåìû Öåðìåëî âûòåêàåò ëåììà Öîðíà. Ïóñòü X — œàñòèœíî óïîðßäîœåííîå îòíîøåíèåì < íåïóñòîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì êàæäàß öåïü îãðàíèœåíà. Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, œòî ïðè âûïîëíåíèè òåîðåìû Öåðìåëî â X åñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

Èç òåîðåìû Öåðìåëî ñëåäóåò, œòî íà X ìîæíî çàäàòü îòíîøåíèå ïîëíîãî ïîðßäêà. Îáîçíàœèì ýòî îòíîøåíèå ≪. Ïóñòü Ω_A = {x ∈ X| ∀a ∈ A : a < x} äëß âñåõ A ⊆ X. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F : Exp(X) → X òàêóþ, œòî

F (A) = min_≪ Ω_A, Ω_A ≠ ∅,

min_≪ X, Ω_A = ∅,

ãäå ñèìâîë min_≪ îáîçíàœàåò ìèíèìóì ìíîæåñòâà ïî îòíîøåíèþ ≪. Ýòî ðàçëèœèå íåîáõîäèìî, ò. ê. ó íàñ çàäàíî äâà îòíîøåíèß ïîðßäêà íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå X.

Ïî òåîðåìå î ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèßõ (ñì. òåîðåìó 2.3) ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå G èç Ord â X òàêîå, œòî ïðè ëþáîì îðäèíàëå α èìååì G(α) = F (Gα).

Ëåãêî âèäåòü, œòî ïðè îðäèíàëàõ Δ^′ < Δ^{′′} èìååì GΔ^′ ⊆ GΔ^{′′} è, êðîìå òîãî, Ω_{GΔ}′′ ⊆ Ω_{GΔ}′ .

IIà) Ïîêàæåì, œòî åñëè Ω_{GΔ}′′ ≠ ∅, òî G(Δ^′) < G(Δ^{′′}). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Ω_{GΔ}′′ íå ïóñòî, òî èç îïðåäåëåíèß F âèäíî, œòî G(Δ^{′′}) ∈ Ω_{GΔ}′′ . Òîãäà äëß ëþáîãî a ∈ GΔ^{′′} èìååì a < G(Δ^{′′}), â œàñòíîñòè, G(Δ^′) < G(Δ^{′′}).

IIá) Ïîêàæåì, œòî ñóùåñòâóåò îðäèíàë Δ òàêîé, œòî Ω_{GΔ} = ∅. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, œòî ýòî íå òàê. Òîãäà äëß ëþáûõ äâóõ îðäèíàëîâ Δ^′ < Δ^{′′} èìååì G(Δ^′) < G(Δ^{′′}) èç IIà), ò. å. G åñòü èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç Ord â X, îòêóäà ïî òåîðåìå 1.17 Ord áóäåò ìíîæåñòâîì. Ïðîòèâîðåœèå.

IIâ) Œåðåç Δ îáîçíàœèì òåïåðü íàèìåíüøèé èç òåõ îðäèíàëîâ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ äîêàçàíî â IIá). Ïîêàæåì, œòî GΔ åñòü öåïü â X. Äëß ýòîãî äîñòàòîœíî ïîêàçàòü ñâßçíîñòü îòíîøåíèß < íà ìíîæåñòâå GΔ.

Ïóñòü x, y ∈ GΔ. Òîãäà ñóùåñòâóþò îðäèíàëû α, β ∈ Δ òàêèå, œòî x = G(α), y = G(β). Âîçìîæíû òîëüêî òðè âàðèàíòà: α < β èëè α = β èëè β < α. Â ñëóœàå α = β èìååì x = y.

Ïóñòü α < β. SSñíî, œòî ìíîæåñòâà Ω_{Gα} è Ω_{Gβ} íå ïóñòû, ò. ê. â ïðîòèâíîì ñëóœàå Δ íå áûë áû íàèìåíüøèì èç òàêèõ îðäèíàëîâ, äëß êîòîðûõ Ω_{GΔ} = ∅. Òîãäà èç IIà) x < y. Àíàëîãèœíî â ñëóœàå β < α äîêàçûâàåòñß, œòî y < x.

Èòàê, < åñòü îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðßäêà íà GΔ, ò. å. GΔ — öåïü â X.

IIã) Ïóñòü ýëåìåíò c ∈ X îãðàíèœèâàåò öåïü GΔ. Ïîêàæåì, œòî c åñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â X.

Ïðåäïîëîæèì, œòî ñóùåñòâóåò c^′ ∈ X òàêîé, œòî c < c^′. Òîãäà äëß ëþáîãî a ∈ GΔ èìååì a ⩽ c < c^′, ò. å. a < c^′, îòêóäà ñëåäóåò, œòî c^′ ∈ Ω_{GΔ}, œòî ïðîòèâîðåœèò òîìó, œòî Ω_{GΔ} = ∅.

Èòàê, â X åñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

III Ïîêàæåì òåïåðü, œòî èç ëåììû Öîðíà âûòåêàåò àêñèîìà âûáîðà.

Ïóñòü ìíîæåñòâî X òàêîâî, œòî ∪X ≠ ∅. È ïóñòü âûïîëíåíà ëåììà Öîðíà. Ïîñòðîèì äëß ìíîæåñòâà X ôóíêöèþ âûáîðà.

Œåðåç D îáîçíàœèì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé âûáîðà f : A → ∪A òàêèõ, œòî A ⊆ X è ∪A ≠ ∅. Ìíîæåñòâî D íå ïóñòî, èáî äëß A = {x_0}, x_0 ≠ ∅, ôóíêöèß âûáîðà ñóùåñòâóåò âñåãäà. Ìíîæåñòâî D œàñòèœíî óïîðßäîœåíî îòíîøåíèåì ⊂ ñîáñòâåííîãî âëîæåíèß ìíîæåñòâ.

IIIà) Ïîêàæåì, œòî â D êàæäàß öåïü îãðàíèœåíà.

Ïóñòü F — öåïü â D . Œåðåç f_0 îáîçíàœèì ìíîæåñòâî ∪F, à œåðåç A_0 îáîçíàœèì îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ A ⊆ X, œòî â F ñóùåñòâóåò ôóíêöèß âûáîðà ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèß A. Çàìåòèì, œòî äëß âñßêîãî x ∈ A_0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèß f ∈ F òàêàß, œòî f :

A → ∪A, x ∈ A. Ïðè ýòîì â ñëóœàå x ≠ ∅ èìååì f(x) ∈ x, à çíàœèò, ïàðà (x, f(x)) åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà f_0. Ýòî îçíàœàåò, œòî åñëè f_0 — ôóíêöèß, òî îíà íåïðåìåííî áóäåò è ôóíêöèåé âûáîðà.

Ïóñòü (x, x^′), (x, x^{′′}) ∈ f_0. Èç îïðåäåëåíèß f_0 âèäíî, œòî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè f^′, f^{′′} ∈ F òàêèå, œòî f^′(x) = x^′, f^{′′}(x) = x^{′′}. Òàê êàê F — öåïü, òî ìû ìîæåì âûáðàòü íàèáîëüøèé èç ýëåìåíòîâ f^′, f^{′′}, îáîçíàœèâ åãî f. Òîãäà f(x) = x^′ è f(x) = x^{′′}, îòêóäà x^′ = x^{′′}. Èòàê, f_0 — ôóíêöèß âûáîðà äëß ìíîæåñòâà A_0.

Ôóíêöèß f_0 ßâëßåòñß ýëåìåíòîì D è îãðàíèœèâàåò öåïü F. IIIá) Íàéäåì òåïåðü ôóíêöèþ âûáîðà äëß X.

Êàê âèäíî èç IIIà), ìíîæåñòâî D óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì ëåììû Öîðíà. Òîãäà â D ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Îáîçíàœèì åãî C. C ßâëßåòñß ôóíêöèåé âûáîðà ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèß A, ãäå A ⊆ X. Ïðåäïîëîæèì, œòî ñóùåñòâóåò x_0 ∈ X \ A, x_0 ≠ ∅. Òîãäà ôóíêöèß C íå îïðåäåëåíà â òîœêå x_0. Ïóñòü y_0 ∈ x_0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C ∪ {(x_0, y_0)}. Ëåãêî ïîêàçàòü, œòî ýòî ìíîæåñòâî áóäåò ôóíêöèåé âûáîðà, áîëüøåé (â ñìûñëå âëîæåíèß), œåì C. Ïîëóœåíî ïðîòèâîðåœèå ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ C.

Èòàê, C åñòü ôóíêöèß âûáîðà äëß X, è òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Ïðèëîæåíèß àêñèîìû âûáîðà

Çäåñü ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî äîâîëüíî èíòåðåñíûõ ñ íàøåé òîœêè çðåíèß ñëåäñòâèé èç àêñèîìû âûáîðà, õîòß òåì ñàìûì ìû ïîêàæåì ëèøü íèœòîæíóþ œàñòü òîé ðîëè, êîòîðóþ èãðàåò àêñèîìà â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå.

Ïðåæäå âñåãî íàäî âñïîìíèòü, œòî êîãäà ìû ðàññìàòðèâàëè ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ â § 1.6, ìû íå ìîãëè ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå õîòß áû îäíîãî ýëåìåíòà â ìíîæåñòâå ∏ C L_x. Àêñèîìà

âûáîðà ïîçâîëßåò ýòî ñäåëàòü. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü I : C → {L_x}_{x∈C} åñòü èíäåêñàöèß, ò. å. I(x) = L_x äëß ëþáîãî x ∈ C. Ðàññìîòðèì êàêóþíèáóäü ôóíêöèþ âûáîðà f : {L_x}_{x∈C} → ⋃ x∈C L_x. Òîãäà, îœåâèäíî, ñó-

ïåðïîçèöèß f ∘ I áóäåò ýëåìåíòîì ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ∏ C L_x, ò. ê. f ∘ I : C → ⋃ x∈C L_x è, êðîìå òîãî, (f ∘ I)(x) ∈ L_x äëß êàæäîãî x ∈ C.

Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî ñëåäñòâèé àêñèîìû âûáîðà.

∘Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü A — íåïóñòîå ìíîæåñòâî, R_0 — îòíîøåíèå ïîðßäêà íà A. Òîãäà íàéäåòñß îòíîøåíèå R ⊇ R_0, êîòîðîå ëèíåéíî óïîðßäîœèâàåò A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Œåðåç K îáîçíàœèì ìíîæåñòâî âñåõ îòíîøåíèé ïîðßäêà íà A, ñîäåðæàùèõ R_0. Ìíîæåñòâî K œàñòèœíî óïîðßäîœåíî îòíîøåíèåì ⊂ ñîáñòâåííîãî âëîæåíèß.

Ïóñòü P — öåïü â K. Ïîêàæåì, œòî îíà îãðàíèœåíà â K. Ïóñòü Q = ∪P. Îœåâèäíî, äëß ëþáîãî S ∈ P èìååì S ⊆ Q. Ëåãêî ïðîâåðèòü, œòî Q — îòíîøåíèå œàñòèœíîãî ïîðßäêà íà A. Ïîýòîìó öåïü P îãðàíèœåíà.

Òîãäà ïî ëåììå Öîðíà â K åñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, îáîçíàœèì åãî R. Ïîêàæåì, œòî ýòî ëèíåéíûé ïîðßäîê. Òàê êàê R — œàñòèœíûé ïîðßäîê, òî äîñòàòîœíî ïîêàçàòü åãî ñâßçíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, œòî R íå ñâßçíî, ò. å. ñóùåñòâóþò a, b ∈ A òàêèå, œòî ⌉(aRb) ∧ (a ≠ b)∧⌉(bRa). Ïóñòü S = {(x, y)| (x, y ∈ A) ∧ ((xRa ∧ bRy)∨(x = a ∧ bRy)∨(xRa ∧ y = = b)∨(x = a ∧ y = b))}, R^′ = R∪S. Ïîêàæåì, œòî R^′ áóäåò îòíîøåíèåì œàñòèœíîãî ïîðßäêà íà A.

1) àíòèðåôëåêñèâíîñòü: ïóñòü xR^′x, ò. ê. R àíòèðåôëåêñèâíî, òî xRa è bRx, èëè x = a è bRx, èëè xRa è x = b, èëè x = a è x = b. Â ëþáîì ñëóœàå ïîëóœèì ïðîòèâîðåœèå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.

2) òðàíçèòèâíîñòü: ïóñòü xR^′y è yR^′z. Âîçìîæíû òîëüêî œåòûðå âàðèàíòà:

à) (xRy) ∧ (yRz), îòêóäà xRz è, ñëåäîâàòåëüíî, xR^′z; á) (xRy)∧(ySz), îòêóäà (xRy)∧(yRa)∧(bRz), èëè (xRy)∧(y = a)∧(bRz), èëè (xRy) ∧ (yRa) ∧ (z = b), èëè (xRy) ∧ (y = a) ∧ (z = b). Â ëþáîì èç ýòèõ ñëóœàåâ ïîëóœèì èëè (xRa) ∧ (bRz), èëè (xRa) ∧ (z = b), îòêóäà xSz è, ñëåäîâàòåëüíî, xR^′z;

â) (xSy) ∧ (yRz). Òàê æå, êàê â ïóíêòå á), ìîæíî ïîêàçàòü, œòî xSz, îòêóäà xR^′z.

ã) (xSy) ∧ (ySz). Çäåñü ëåãêî ïîêàçàòü, œòî â ëþáîì ñëóœàå ïîëóœèì bRa, œòî íåâîçìîæíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ.

Èòàê, R^′ — œàñòèœíûé ïîðßäîê íà A, ïðèœåì R ⊂ R^′, ò. ê. aSb (è çíàœèò, aR^′b) è â òî æå âðåìß ⌉(aRb). Ïîëóœåíî ïðîòèâîðåœèå ñ òåì, œòî R — ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â K.

Îêîíœàòåëüíî èìååì: R — ëèíåéíûé ïîðßäîê íà A.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ìíîæåñòâà X è Y íàçîâåì ðàâíîìîùíûìè, åñëè X ↔ Y , ò. å. åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèß f : X → Y

Â òåîðèè ZFC áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî êîíåœíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó íàòóðàëüíîìó œèñëó n, â ïðîòèâíîì ñëóœàå íàçîâåì ìíîæåñòâî áåñêîíåœíûì. Â ãëàâå 3 â ðàìêàõ òåîðèè ZFC áóäåò äîêàçàíî, œòî ìíîæåñòâî áåñêîíåœíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ôàêò.

∘Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü A — áåñêîíåœíîå ìíîæåñòâî, à M — íåêîòîðûé íàáîð åãî ïîäìíîæåñòâ (íå îáßçàòåëüíî âñåõ), ðàâíîìîùíûõ A. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî Z ⊆ A, ðàâíîìîùíîå A è ñâîåìó äîïîëíåíèþ A \ Z, îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, œòî äëß ëþáîãî X ∈ M Z ∩ X ≠ ∅ ∧ (Z ≠ X → X \ Z ≠ ∅), è òàêîå, œòî åãî äîïîëíåíèå îáëàäàåò ýòèì æå ñâîéñòâîì. ∘Ñëåäñòâèå 2.12. Åñëè â òåîðåìå 2.11 ïîëîæèòü A = R, M — ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ñîâåðøåííûõ ìíîæåñòâ^5, òî ïîëóœèì, œòî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Z ⊆ R, èìåþùåå ñ êàæäûì ñîâåðøåííûì ìíîæåñòâîì îáùóþ òîœêó, è åãî äîïîëíåíèå îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì^6.

Áàçèñ Ãàìåëß.

Ìíîæåñòâî X ⊆ R íàçûâàåòñß íåçàâèñèìûì, åñëè äëß ëþáîãî êîíåœíîãî íàáîðà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ x_1, . . . , x_n ∈ X è ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ œèñåë r_1, . . . , r_n ñóììà^n ∑ i=1 x_ir_i îáðàùàåòñß â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå r_i ðàâíû íóëþ. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî { √ 2, √ 3} íåçàâèñèìî.

Ëåãêî ïîêàçàòü, œòî åñëè B — öåïü íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ (ïî âëîæåíèþ), òî åå ïðåäåë ∪B òàêæå åñòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó èç ëåììû Öîðíà âûòåêàåò ñëåäóþùàß ∘Òåîðåìà 2.13. Â R ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñß áàçèñîì Ãàìåëß.

Ïóñòü H — áàçèñ Ãàìåëß. Âïîëíå îœåâèäíà

∘Òåîðåìà 2.14. Äëß ëþáîãî x ∈ R \{0} âåðíî ðàâåíñòâî x =^n∑ i=1 r_ib_i, ãäå r_i ∈ Q \ {0}, b_i ∈ H, è ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x íå ïðåäñòàâèìî â òàêîì âèäå, òî ìíîæåñòâî H ∪ {x} íåçàâèñèìî â ïðîòèâîðåœèè ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ H. Åñëè æå x = n∑ i=1 r_ib_i = m∑ i=1 r^′_ib^′_i 5Òàêèå ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû R, ñì. Êóðàòîâñêèé Òîïîëîãèß, ò.1, ¿Ìèð£, Ì., 1966, ò.2, ¿Ìèð£, Ì., 1969.

6Ìîæíî äîêàçàòü, œòî ýòî ìíîæåñòâî íåèçìåðèìî ïî Ëåáåãó.

ïðè ðàçëèœíûõ íàáîðàõ b_i è b^′_i è íå ðàâíûõ íóëþ r_i, r^′_i, òî ìíîæåñòâî {b_1, . . . , b_n, b^′_1, . . . , b^′_m} çàâèñèìî, îòêóäà çàâèñèìî è ìíîæåñòâî H. Ïðîòèâîðåœèå.

Àêñèîìà âûáîðà âìåñòå ñ ïðèâëåêàòåëüíûìè âûâîäàìè, ïîäîáíûìè òîëüêî œòî ïðèâåäåííûì ôàêòàì èëè òåì òåîðåìàì, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû åé (â ZF), îáëàäàåò è ìíîãèìè ¿ñòðàííûìè£ ñëåäñòâèßìè, äîêàçûâàþùèìè ñóùåñòâîâàíèå ðàçíîãî ðîäà ¿ýêçîòèœåñêèõ£ ìíîæåñòâ. Íåêîòîðûå èç íèõ ìû ñåéœàñ ïîêàæåì, à áîëåå áîãàòûé îáçîð ñëåäñòâèé àêñèîìû âûáîðà ìîæíî íàéòè â [8, 11].

∘Òåîðåìà 2.15. Ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàß àääèòèâíàß íå íåïðåðûâíàß ôóíêöèß.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H — áàçèñ Ãàìåëß, x_0 ∈ H. Â ñèëó òåîðåìû 2.14 äëß êàæäîãî x ∈ R \ {0} ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå ïî ýëåìåíòàì áàçèñà Ãàìåëß. Åñòåñòâåííî, ýëåìåíò x_0 ìîæåò êàê âõîäèòü â ýòî ðàçëîæåíèå, òàê è íå âõîäèòü.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : R → R òàê: åñëè x_0 âõîäèò â ðàçëîæåíèå x ñ êîýôôèöèåíòîì r, òî ïîëàãàåì f(x) = r, åñëè æå x = 0 èëè x_0 íå âõîäèò â ðàçëîæåíèå x, òî ïîëàãàåì f(x) = 0. Ëåãêî ïðîâåðèòü, œòî äëß ëþáûõ x, y ∈ R èìååì f(x + y) = f(x) + f(y) è â òî æå âðåìß ôóíêöèß f ðàçðûâíà, ò. ê. ïðèíèìàåò òîëüêî ðàöèîíàëüíûå çíàœåíèß.

∘Òåîðåìà 2.16. (Ïðèìåð Âèòàëè́). Ñóùåñòâóåò íåèçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî â R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ìíîæåñòâå R ââåäåì îòíîøåíèå ∼ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì x ∼ y â òîì è òîëüêî â òîì ñëóœàå, êîãäà x − −y åñòü ðàöèîíàëüíîå œèñëî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, œòî îòíîøåíèå ∼ åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà R. Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èìååò âèä α +Q , ãäå α ∈ R, Q — ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ œèñåë. Îœåâèäíî, œòî êàæäûé êëàññ ñîäåðæèò òîœêè èç îòðåçêà [0; 1]. Ïîëüçóßñü àêñèîìîé âûáîðà, ïîñòðîèì ìíîæåñòâî M, ñîáðàâ â íåì ðîâíî ïî îäíîé òîœêå ñ îòðåçêà [0; 1] èç êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîêàæåì, œòî ìíîæåñòâî M ⊆ [0; 1] íåèçìåðèìî ïî Ëåáåãó.

Îáîçíàœèì M_r = M + r, ãäå r ∈ Q ∩ [−1; 1], è ïóñòü S = ⋃ {M_r| r ∈ Q ∩[−1; 1]}. Ìíîæåñòâà M_r ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñß, ïîýòîìó â ñèëó ñœåòíîé àääèòèâíîñòè ìåðû Ëåáåãà μ ïîëóœèì: μS = ∑ r∈Q∩[−1;1] μM_r, îòêóäà ñëåäóåò, œòî ïðè μM = 0 èìååì μS = 0, à ïðè μM > 0 ïîëóœèì μS = ∞, ò. ê. μM_r = μM ïðè ëþáîì r ∈ Q ∩ [−1; 1].

SSñíî, œòî äëß ëþáîé òîœêè α ∈ [0; 1] ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå r òàêîå, œòî α + r ∈ M, ïðèœåì r ∈ [−1; 1]. Ïîýòîìó [0; 1] ⊆ S, îòêóäà âûòåêàåò, œòî μS > 0, à çíàœèò, μS = ∞, ò. å. μM > 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ M_r ñîäåðæèòñß â [−1; 2], îòêóäà âûòåêàåò, œòî μS < ∞, ò. å. μM = 0. Ïðîòèâîðåœèå.

Èòàê, ìíîæåñòâî M íå èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.

Îäíèì èç íàèáîëåå óäèâèòåëüíûõ ñëåäñòâèé àêñèîìû âûáîðà ßâëßåòñß ò. í. ¿ïàðàäîêñàëüíîå£ ðàçáèåíèå ñôåðû, ïîñòðîåííîå Õàóñäîðôîì.

∘Òåîðåìà 2.17. (Õàóñäîðô). Ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ñôåðû S íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñß ìíîæåñòâà X, Y, Z, Q, êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) X, Y, Z è Y ∪ Z ïåðåõîäßò äðóã â äðóãà âðàùåíèåì ñôåðû;

(ii) ìíîæåñòâî Q ñœåòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâå îñè a è b âðàùåíèß ñôåðû S. Ðàññìîòðèì ãðóïïû âðàùåíèé {1, p} è {1, q, qq}, ãäå p — âðàùåíèå íà 180^o âîêðóã îñè a, q — âðàùåíèå íà 120^o âîêðóã îñè b. Ýòè ãðóïïû ìîæíî ñâîáîäíî ïåðåìíîæèòü è ïîëóœèòü íåêîòîðóþ ãpyïïy G âðàùåíèé ñôåðû.

Êàæäûé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû åñòü íåêòîpîå ñëîâî, ñîñòàâëåííîå èç áóêâ 1, p, q. Â çàïèñè ñëîâ ìû, åñòåñòâåííî, èñêëþœàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ pp è qqq, ïîñêîëüêó îíè çàìåíèìû ïîñðåäñòâîì òîæäåñòâåííîãî âðàùåíèß 1.

Îñè a è b ìîæíî âûáðàòü òàê, œòî ðàçíûå ñëîâà îïèñûâàþò ðàçíûå âðàùåíèß. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, œòî ýòî íå òàê è ïðåäïîëîæèì, œòî äëß ëþáûõ îñåé a è b íàéäóòñß äâà ðàçíûõ ñëîâà W è V , îïèñûâàþùèõ îäíî è òî æå âðàùåíèå, òîãäà ñëîâî W V^{−1}, â êîòîðîì ìû óäàëèì âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ pp è qqq, ßâëßåòñß òîæäåñòâåííûì âðàùåíèåì, íî ýòî ñëîâî, îœåâèäíî, íå òðèâèàëüíî (ïîñêîëüêó W ≠ V ). Îáîçíàœèì œåðåç t yãîë ìåæäó îñßìè a è b. Äëß äàííîãî íåòðèâèàëüíîãî ñëîâà, ßâëßþùåãîñß òåì íå ìåíåå òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñôåðû, ñóùåñòâóåò ëèøü êîíåœíîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíàœåíèé óãëà t. Âñåãî ñëîâ — ñœåòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà âñåãî çíàœåíèé óãëà t — ñœåòíîå ìíîæåñòâî. Ïðîòèâîðåœèå.

Äàëåå ñœèòàåì, œòî yãîë t ìåæäó îñßìè a è b âûáðàí òàê, œòî íèêàêîå íåòðèâèàëüíîå ñëîâî íå ìîæåò áûòü ðàâíî 1, ò. å. œòî ðàçíûå ñëîâà äàþò ðàçíûå âðàùåíèß.

Êëþœåâîé ìîìåíò: ðàçîáüåì ãpyïïy G íà òpè íåïåðåñåêàþùèõñß ïîäìíîæåñòâà A, B, C òàêèõ, œòî Ap = B ∪ C, Aq = B, Aqq = C. Îœåâèäíî, œòî ìîæíî â A ñîáðàòü ñëîâà, îêàíœèâàþùèåñß íà p, â B — îêàíœèâàþùèåñß íà pq, â C — íà pqq, è îòäàòü 1 â A, q — â B, qq — â C.

Hà ñôåðå S ñóùåñòâóåò ëèøü ñœåòíîå ìíîæåñòâî òîœåê, îñòàþùèõñß íåïîäâèæíûìè ïpè íåêîòîðîì âðàùåíèè g ∈ G, ïîñêîëüêó êàæäîå âðàùåíèå èìååò ðîâíî äâå íåïîäâèæíûå òîœêè, à âñåãî âðàùåíèé â G ñœåòíîå ìíîæåñòâî. Îáîçíàœèì œåðåç Q ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òîœåê.

Òåïåðü ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå S \ Q òàê, œòî êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè — ýòî îpáèòà, ïîðîæäåííàß ãðóïïîé G, òîœíåå, ïîëîæèì äëß x, y ∈ S \ Q x ýêâèâàëåíòíî y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y = x ∗ g ïpè íåêîòîðîì âðàùåíèè g ∈ G. Äàëåå ñ ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà ïîñòðîèì ìíîæåñòâî M, ñîäåðæàùåå ðîâíî ïî îäíîé òîœêå èç êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, è ïîëîæèì X = M ∗ A, Y = M ∗ B, Z = M ∗ C.

Íåòðóäíî âèäåòü, œòî ìíîæåñòâà X, Y, Z, Q ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñß è óäîâëåòâîðßþò (i) è (ii), ïîñêîëüêó Y = M ∗ B = M ∗ (Aq) = (M ∗ A)q = Xq, Z = Xqq, Y ∪ Z = M ∗ (B ∪ C) = M ∗ (Ap) = (M ∗ A)p = Xp, Q ñœåòíî.

Â çàêëþœåíèå ñôîðìóëèðóåì ïàðàäîêñ Áàíàõà—Òàðñêîãî. Íà ïîäìíîæåñòâàõ ïðîñòðàíñòâà R^3 îïðåäåëèì îòíîøåíèå ∼ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì X ∼ Y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå X = X_1 ∪ · · · ∪ X_n ìíîæåñòâà X íà êîíåœíîå œèñëî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñß ìíîæåñòâ è òàêîå ðàçáèåíèå Y = = Y_1 ∪ · · · ∪ Y_n íà òî æå ñàìîå œèñëî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñß ìíîæåñòâ, œòî X_i êîíãðóýíòíî Y_i äëß êàæäîãî i = 1, . . . , n.^7 Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, œòî îòíîøåíèå ∼ ßâëßåòñß îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà Exp(R^3 ), ïðèœåì, åñëè X íå ïåðåñåêàåòñß ñ X^′, Y íå ïåðåñåêàåòñß ñ Y^′, X ∼ Y , X^′ ∼ Y^′, òî X ∪ X^′ ∼ Y ∪ Y^′. Èìåß â ðàñïîðßæåíèè ïåðåœèñëåííûå ñâîéñòâà îòíîøåíèß ∼ è òåîðåìó

7Íàïîìíèì, œòî äâà ìíîæåñòâà â àðèôìåòèœåñêîì êîíåœíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êîíãðóýíòíû, åñëè è òîëüêî åñëè îíè ïåðåõîäßò äðóã â äðóãà ïðåîáðàçîâàíèßìè ïîâîðîòà è ïåðåíîñà.

Õàóñäîðôà, â ðàìêàõ òåîðèè ZFC ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

∘Òåîðåìà 2.18. (Áàíàõ—Òàðñêèé, 1924). Çàìêíóòûé øàð B3 ìîæåò áûòü ðàçáèò íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñß ìíîæåñòâà B^3 = X ∪ Y òàê, œòî B^3 ∼ X, B^3 ∼ Y .

Èíûìè ñëîâàìè, ïîëüçóßñü àêñèîìîé âûáîðà, çàìêíóòûé øàð B^3 ìîæíî ðàçáèòü íà êîíåœíîå œèñëî œàñòåé òàê, œòî ïîñëå íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè ýòèõ œàñòåé ïîëóœèì äâà øàðà òîãî æå ðàäèóñà. Ïîíßòíî, œòî âñå œàñòè, íà êîòîðûå ¿ðàçðåçàåòñß£ èñõîäíûé øàð B^3, íå èçìåðèìû ïî Ëåáåãó.

Ãëàâà 3

ÊÀÐÄÈÍÀËÛ

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû çàíèìàëèñü èçóœåíèåì ðàçëèœíûõ âèäîâ âïîëíå óïîðßäîœåíèé ìíîæåñòâ, òîœíåå, ìû ðàññìîòðåëè íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñïåöèàëüíûõ ìíîæåñòâ, ìîäåëèðóþùèõ âñå âîçìîæíûå ïîëíûå ïîðßäêè ýëåìåíòîâ íà ìíîæåñòâàõ, îòâëåêàßñü îò èõ ïðèðîäû. Ýòè ìíîæåñòâà ìû íàçâàëè îðäèíàëàìè.

Òåïåðü æå ìû íàìåðåíû ïîéòè åùå äàëüøå, è ðàññìîòðåòü òàêèå ìîäåëè ìíîæåñòâ, êîòîðûå îòðàæàþò ëèøü ¿êîëèœåñòâî£ ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâàõ, îòâëåêàßñü óæå è îò ïîðßäêà ýòèõ ýëåìåíòîâ. Ìû ïîñòðîèì ñïåöèàëüíûé êëàññ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ êàðäèíàëàìè, êîòîðûå è áóäóò íàøèìè ìîäåëßìè ¿êîëèœåñòâ£, èëè, êàê ïðèíßòî ãîâîðèòü, ìîùíîñòßìè.

Êëàññû îðäèíàëîâ è êàðäèíàëîâ — ýòî äâà óíèêàëüíûõ êëàññà ìíîæåñòâ, ïðåäíàçíàœåííûõ äëß îòîáðàæåíèß äâóõ îñíîâíûõ ñâîéñòâ àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâ: ïîðßäêà è êîëèœåñòâà ýëåìåíòîâ.

Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê èçóœåíèþ êàðäèíàëîâ.

§ 3.1 Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà. Àëåôû

Äëß òîãî, œòîáû óìåòü ñðàâíèâàòü ¿êîëèœåñòâà£ ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâàõ, íåîáõîäèìî ñíàœàëà íàóœèòüñß îïðåäåëßòü ìíîæåñòâà ñ îäèíàêîâûì ¿êîëèœåñòâîì£ ýëåìåíòîâ. Äëß ýòîãî ìû ïîëüçóåìñß îäíèì îñîáûì âèäîì ôóíêöèè — âçàèìíî îäíîçíàœíûì ñîîòâåòñòâèåì (áèåêöèåé). Ìû ãîâîðèì, œòî äâà ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíàœíîå ñîîòâåòñòâèå (ñì. îïð. 2.8). Äëß ìíîæåñòâ ñ êîíåœíûì (íàòóðàëüíûì) êîëèœåñòâîì ýëåìåíòîâ ýòî îïðåäåëåíèå âïîëíå åñòåñòâåííî. Äëß âñåõ ïðîœèõ ìíîæåñòâ ìû ïðèíèìàåì òîœíî òàêîå æå îïðåäåëåíèå.

Ñëåäóþùàß òåîðåìà ßâëßåòñß ïðîñòûì äîñòàòîœíûì ïðèçíàêîì ðàâíîìîùíîñòè äâóõ ìíîæåñòâ.

Ïîñêîëüêó â îäíèõ èñòîœíèêàõ (ñì., íàïðèìåð, [12]) ýòà òåîðåìà íàçûâàåòñß òåîðåìîé Êàíòîðà—Áåðíøòåéíà, à â äðóãèõ (íàïðèìåð, [13]) — òåîðåìîé Øðåäåðà—Áåðíøòåéíà, ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó òåîðåìó òåîðåìîé Êàíòîðà—Áåðíøòåéíà—Øðåäåðà, ñîêðàùåííî îáîçíàœàß CBS.

Òåîðåìà 3.1. (CBS) Äëß ëþáûõ äâóõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ A è B åñëè ñóùåñòâóþò èíúåêöèè f : A → B è g : B → A, òî ýòè ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ H : Exp(A) → Exp(A), îïðåäåëßåìóþ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé: H(X) = A \ g[B \ fX] äëß âñåõ X ⊆ A. Ïðåäïîëîæèì, œòî ñóùåñòâóåò êîðåíü óðàâíåíèß H(X) = X — íåêîå ìíîæåñòâî X_0. Ïîñìîòðèì, êàêèìè ñâîéñòâàìè îíî îáëàäàåò. Îáîçíàœèì œåðåç Y_0 ìíîæåñòâî B \ fX_0. Ïîñêîëüêó H(X_0) = X_0, òî gY_0 = A \ X_0. Òàêèì îáðàçîì, ñóæåíèß ôóíêöèé f|_{X0} è g|_{Y0} äåéñòâóþò íà íåïåðåñåêàþùèõñß ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâ A è B, íî òåì íå ìåíåå ¿ïîêðûâàþò£ ýòè ìíîæåñòâà öåëèêîì.

Òîœíåå, ðàññìîòðèì îáðàòíóþ ê g|_{Y0} ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå A \ X_0, îáîçíàœèâ åå h. Èìååì: h : A \ X_0 → Y_0 — áèåêöèß, f|_{X0} : X_0 → B \Y_0 — òîæå áèåêöèß. Òîãäà îáúåäèíåíèå ýòèõ ôóíêöèé h ∪ f|_{X0} åñòü áèåêöèß èç A â B.

Èòàê, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñâåëîñü ê ïîèñêó êîðíß óðàâíåíèß H(X) = X. Íàçîâåì ìíîæåñòâî X õîðîøèì, åñëè X ⊆ H(X), è œåðåç Z îáîçíàœèì îáúåäèíåíèå âñåõ õîðîøèõ ìíîæåñòâ.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, œòî ôóíêöèß H ìîíîòîííà ïî âëîæåíèþ ìíîæåñòâ, ò. å. åñëè X ⊆ Y , òî H(X) ⊆ H(Y ). Ïóñòü z ∈ Z. Òîãäà ñóùåñòâóåò õîðîøåå ìíîæåñòâî X òàêîå, œòî z ∈ X. Êðîìå òîãî, èìååì H(X) ⊆ H(Z) è X ⊆ H(X). Îòñþäà çàêëþœàåì, œòî z ∈ H(Z), è ýòî âåðíî äëß ëþáîãî z ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì, Z — õîðîøåå ìíîæåñòâî.

Œòîáû ïîêàçàòü, œòî Z è åñòü êîðåíü íàøåãî óðàâíåíèß, íàäî ïðîâåðèòü îáðàòíîå âëîæåíèå, ò. å. œòî H(Z) ⊆ Z. Äîïóñòèì, œòî ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóåò x ∈ H(Z) \ Z. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Z^′ = = Z ∪ {x}. Ýòî ìíîæåñòâî íå ìîæåò áûòü õîðîøèì, ò. ê. èíàœå îíî áû ñîäåðæàëîñü â Z. Ïîýòîìó Z^′ ⊈ H(Z^′). SSñíî, œòî H(Z) ⊆ H(Z^′), ïîýòîìó Z^′ ⊈ H(Z). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Z ⊆ H(Z). Ñëåäîâàòåëüíî, òîœêà x — åäèíñòâåííàß òîœêà ìíîæåñòâà Z^′, íå ïîïàäàþùàß â H(Z). Ïîëóœåíî ïðîòèâîðåœèå ñ òåì, œòî x ∈ H(Z).

Èòàê, H(Z) ⊆ Z, îòêóäà H(Z) = Z, ò. å. Z — èñêîìîå ìíîæåñòâî.

Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ñëåäñòâèé ýòîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 3.2. Ìíîæåñòâà Z, Z × Z è Q ðàâíîìîùíû ω.

Ñëåäñòâèå 3.3. Ìíîæåñòâî R, îòðåçîê [0; 1] è ïîëóèíòåðâàëû [0; 1), (0; 1] ðàâíîìîùíû èíòåðâàëó (0; 1).

Ââåäåì, íàêîíåö, ïîíßòèå êàðäèíàëà.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Îðäèíàë τ íàçûâàåòñß êàðäèíàëîì (èëè êàðäèíàëüíûì œèñëîì), åñëè äëß ëþáîãî îðäèíàëà α < τ íå âåðíî, œòî α ↔ τ. Èòàê, ìû âèäèì, œòî êàðäèíàë — ýòî â ïåðâóþ îœåðåäü ïîðßäêîâîå œèñëî. Íî èç âñåõ ðàâíîìîùíûõ äðóã äðóãó ïîðßäêîâûõ œèñåë êàðäèíàë ßâëßåòñß íàèìåíüøèì òàêèì œèñëîì, ðåàëèçóß êàê áû íàèáîëåå ¿åìêèé£ èç âñåõ âîçìîæíûõ ïîðßäêîâ äëß äàííîãî ¿êîëèœåñòâà£ ýëåìåíòîâ. Âûáîð òàêèõ óíèêàëüíûõ ìíîæåñòâ â êàœåñòâå êàðäèíàëîâ îïðåäåëßåòñß, âî-ïåðâûõ, çàìåœàòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ñàìèõ îðäèíàëîâ (èõ òðàíçèòèâíîñòüþ è âïîëíå óïîðßäîœåííîñòüþ), à âî-âòîðûõ, òåì, œòî â êàœåñòâå ìîùíîñòåé ìû áåðåì âïîëíå êîíêðåòíûå îáúåêòû òåîðèè ìíîæåñòâ, ò. å. ìíîæåñòâà.

Òåïåðü íàì ñëåäóåò äîãîâîðèòüñß îá îáîçíàœåíèßõ êàðäèíàëüíûõ œèñåë, èñïîëüçóåìûõ íà ïðîòßæåíèè âñåé ãëàâû. Œåðåç Card ìû áóäåì îáîçíàœàòü êëàññ âñåõ êàðäèíàëîâ. SSñíî, œòî Card ⊆ Ord, ïîýòîìó êëàññ êàðäèíàëîâ òàêæå âïîëíå óïîðßäîœåí îòíîøåíèåì ïðèíàäëåæíîñòè, êàê è êëàññ îðäèíàëîâ. Çíàê < äëß êàðäèíàëîâ áóäåò èñïîëüçîâàòüñß â òîœíîñòè ñ òîé æå öåëüþ, ñ êàêîé îí èñïîëüçóåòñß íà êëàññå îðäèíàëîâ. Èòàê, êàðäèíàëû ìû ìîæåì ñðàâíèâàòü, è ýòî ñðàâíåíèå åñòü îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè, âïîëíå óïîðßäîœèâàþùåå êàðäèíàëû.

Åñëè τ åñòü êàêîé-ëèáî êàðäèíàë, òî œåðåç Card_τ ìû áóäåì îáîçíàœàòü êëàññ âñåõ êàðäèíàëîâ, íå ìåíüøèõ, œåì τ.

Ðàíåå ìû óñëîâèëèñü ¿ïî óìîëœàíèþ£ èñïîëüçîâàòü ãðåœåñêèå áóêâû, êðîìå φ, ψ è ω, äëß îáîçíàœåíèß ïðîèçâîëüíûõ îðäèíàëîâ. Òåïåðü æå ìû óñëîâèìñß, œòî âñå ãðåœåñêèå áóêâû, íàœèíàß ñ λ è äî êîíöà àëôàâèòà, èñêëþœàß, êàê îáûœíî, φ, ψ è ω, îáîçíàœàþò êàðäèíàëû, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå. Áóêâû φ è ψ, êàê è ïðåæäå,

5 Í. È. Êàçèìèðîâ

çàðåçåðâèðîâàíû íàìè äëß îáîçíàœåíèß ôîðìóë, à ω åñòü ñèìâîëêîíñòàíòà, îáîçíàœàþùèé ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ œèñåë.

Êàðäèíàë τ ìû íàçûâàåì áåñêîíåœíûì, åñëè τ ⩾ ω. Â ïðîòèâíîì ñëóœàå êàðäèíàë íàçûâàåòñß êîíåœíûì, è åãî ìû îáîçíàœàåì òîœíî òàê æå, êàê íàòóðàëüíûå œèñëà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ñâîéñòâà êàðäèíàëîâ. 3.1. Áåñêîíåœíûé êàðäèíàë ßâëßåòñß ïðåäåëüíûì îðäèíàëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, œòî ýòî íå òàê, è ïóñòü τ = S(α), τ ⩾ ω. Ïîêàæåì òåïåðü, œòî îðäèíàëû α è S(α) ðàâíîìîùíû. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, œòî α < ω, òî îòñþäà ïîëóœèì τ < ω, ò. å. êàðäèíàë τ êîíåœåí. Ïðîòèâîðåœèå. Ïîýòîìó α ⩾ ω. Ïóñòü f : S(α) → α è

f(γ) = S(γ), γ < ω, γ, ω ⩽ γ < α, 0, γ = α. Íåòðóäíî óáåäèòüñß â òîì, œòî f åñòü âçàèìíî îäíîçíàœíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó S(α) è α. Íî α < τ = S(α). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ êàðäèíàëîâ τ íå ßâëßåòñß êàðäèíàëîì. Ïðîòèâîðåœèå.

3.2. Îðäèíàë ω è âñå íàòóðàëüíûå œèñëà ßâëßþòñß êàðäèíàëàìè. 3.3. Îðäèíàëû S(ω), S(S(ω)), S(S(S(ω))), . . . íå ßâëßþòñß êàðäèíàëàìè.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Åñëè ìåæäó ìíîæåñòâîì X è êàðäèíàëîì τ ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíàœíîå ñîîòâåòñòâèå, òî êàðäèíàë τ íàçûâàåòñß ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà X. Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçóåì äëß τ ñëåäóþùèå îáîçíàœåíèß: ||X||, Card X.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì òàêæå, œòî ìîùíîñòü ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅ åñòü íóëåâîé êàðäèíàë.

Îœåâèäíî, œòî äëß êàæäîãî êàðäèíàëà τ èìååì ||τ|| = τ. 3.4. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îïðåäåëßåòñß îäíîçíàœíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè τ = ||X|| è ξ = ||X||, òî τ è ξ ðàâíîìîùíû. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, œòî τ < ξ, òî ξ íå åñòü êàðäèíàë (ïî îïðåäåëåíèþ). Àíàëîãèœíî èñêëþœàåòñß âàðèàíò ξ < τ. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ = τ.

3.5. Åñëè α — îðäèíàë, è τ — åãî ìîùíîñòü, òî τ ⩽ α. 3.6. Ìíîæåñòâî X ìîæíî âïîëíå óïîðßäîœèòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò ìîùíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X, <) — âïîëíå óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî, òîãäà äëß íåãî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîðßäêîâûé òèï α. Îáîçíàœèì œåðåç A ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îðäèíàëîâ β ⩽ α, œòî α ↔ β. Ïóñòü γ = min A. Òîãäà, îœåâèäíî, γ ↔ α è äëß ëþáîãî β < γ íå âåðíî, œòî β ↔ γ. Ïîýòîìó γ — êàðäèíàë. Íåòðóäíî âèäåòü, œòî ||X|| = γ.

Îáðàòíî. Åñëè ||X|| = τ, òî ñóùåñòâóåò áèåêöèß f : X → τ. Òîãäà ïîëîæèì äëß ëþáûõ x, y ∈ X x ≺ y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) < f(y). Èòàê, (X, ≺) — âïîëíå óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî.

Èñïîëüçóß ýòî ñâîéñòâî è òåîðåìó 2.9, íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 3.4. Àêñèîìà âûáîðà AC ýêâèâàëåíòíà óòâåðæäåíèþ: êàæäîå ìíîæåñòâî èìååò ìîùíîñòü.

Ñëåäóþùàß òåîðåìà ïîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå íåðàâíîìîùíûõ áåñêîíåœíûõ ìíîæåñòâ, áîëåå òîãî, ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíåœíî ìíîãî ïîïàðíî íåðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 3.5. (Ãåîðã Êàíòîð). Exp(X) ↮ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß ïóñòîãî ìíîæåñòâà X òåîðåìà îœåâèäíà. Ïóñòü X ≠ ∅. Ïðåäïîëîæèì, œòî ñóùåñòâóåò áèåêöèß f : X → Exp(X). Ïóñòü A = {x ∈ X| x /∈ f(x)}. Îœåâèäíî, A ∈ Exp(X). Ïóñòü a = f^{−1}(A) (âåäü f — áèåêöèß). Êàê ñâßçàíû a è A? Çäåñü ñèòóàöèß, àíàëîãèœíàß ïàðàäîêñó Ðàññåëëà.

Äîïóñòèì, œòî a ∈ A. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà A ïîëóœèì a /∈ f(a), íî f(a) = A. Ïðîòèâîðåœèå.

Ïðåäïîëîæèì, œòî a /∈ A. Òîãäà âíîâü ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà A èìååì a ∈ f(a), âíîâü ïðîòèâîðåœèå. Èòàê, Exp(X) ↮ X.

Ñëåäñòâèå 3.6. Åñëè ñóùåñòâóåò ìîùíîñòü Exp(X), òî ñóùåñòâóåò ìîùíîñòü X è ||X|| < || Exp(X)||. ∘Ñëåäñòâèå 3.7. Íå ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåãî êàðäèíàëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè τ — íàèáîëüøèé êàðäèíàë, òî â ñèëó AC ñóùåñòâóåò ìîùíîñòü Exp(τ), êîòîðàß ïðåâîñõîäèò τ â ïðîòèâîðåœèè ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ êàðäèíàëà τ.

Çàìåòèì, œòî áåç àêñèîìû âûáîðà óòâåðæäåíèå î íåñóùåñòâîâàíèè íàèáîëüøåãî êàðäèíàëà èëè ðàâíîñèëüíîå óòâåðæäåíèå î òîì, œòî Card — íå ìíîæåñòâî, âîîáùå ãîâîðß íå äîêàçóåìû.

5^∗

Ïîëüçóßñü òåîðåìîé Êàíòîðà è èçâåñòíûì ôàêòîì àíàëèçà î òîì, œòî R ↔ Exp(ω),^1 ëåãêî âèäåòü, œòî ω ↮ R, áîëåå òîãî, â ðàìêàõ òåîðèè ZFC ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî: ω < ||R||.

Íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé ïðèçíàê ñðàâíåíèß ìîùíîñòåé.

3.7. Åñëè ó ìíîæåñòâ A è B ñóùåñòâóþò ìîùíîñòè, òî ||A|| ⩽ ||B||, åñëè âûïîëíåíî õîòß áû îäíî èç óñëîâèé:

1) ñóùåñòâóåò èíúåêöèß f : A → B;

2) ñóùåñòâóåò ñþðúåêöèß f : B → A.

3.8. Åñëè A — ìíîæåñòâî êàðäèíàëîâ, òî ∪A — êàðäèíàë, ïðèœåì ∪A = sup A â êëàññå Card.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àíàëîãèœíîìó ñâîéñòâó îðäèíàëîâ ïîëóœàåì, œòî ∪A — îðäèíàë, ïðèœåì ∪A = sup A. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, œòî ∪A — êàðäèíàë.

Ïóñòü α < ∪A è α ðàâíîìîùåí ∪A. Îœåâèäíî, ñóùåñòâóåò τ ∈ A òàêîé, œòî α < τ. Ïóñòü ξ = ||α||. Òîãäà ξ ⩽ α < τ. Êðîìå òîãî, τ ⊆ ∪A. Ïîñêîëüêó α ↔ ∪A è ξ = ||α||, òî ñóùåñòâóþò áèåêöèè èç ∪A â α è èç α â ξ. Ýòî îçíàœàåò, œòî ñóùåñòâóåò áèåêöèß èç ∪A â ξ, à çíàœèò, ñóùåñòâóåò èíúåêöèß èç τ â ξ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîæäåñòâåííàß ôóíêöèß íà ξ áóäåò èíúåêöèåé èç ξ â τ. Òîãäà ïî òåîðåìå CBS ïîëóœèì ξ = τ. Ïðîòèâîðåœèå. Èòàê, ∪A — êàðäèíàë.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíàœåíèå. Œåðåç τ^+ áóäåì îáîçíàœàòü íàèìåíüøèé èç êàðäèíàëîâ, áîëüøèõ τ, åñëè òàêîé êàðäèíàë ñóùåñòâóåò. Â òåîðèè ZFC êàðäèíàë τ^+ ñóùåñòâóåò äëß ëþáîãî êàðäèíàëà τ, êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàß

∘Òåîðåìà 3.8. (Îá à́ëåôàõ2).

Ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî îòîáðàæåíèå ℵ : Ord → Card_ω òàêîå, œòî:

1) ℵ(0) = ω;

2) ℵ(S(α)) = ℵ(α)^+;

3) åñëè α — ïðåäåëüíûé, òî ℵ(α) = sup_{γ<α} ℵ(γ).

1Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà àêñèîìà âûáîðà íå èñïîëüçóåòñß! 2Àëåô — ℵ — ïåðâàß áóêâà äðåâíååâðåéñêîãî àëôàâèòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F : Exp(Card_ω) → Card_ω è F(A) = sup A, åñëè sup A /∈ A, è F(A) = (sup A)^+, åñëè sup A ∈ A, äëß ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Card_ω, F(∅) = ω.

Òîãäà ïî òåîðåìå î ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèßõ ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ℵ èç Ord â Card_ω òàêîå, œòî ℵ(α) = F(ℵα).

à) Ïóñòü α < β, òîãäà ℵα ⊆ ℵβ, îòêóäà ℵ(α) ⩽ ℵ(β). ℵ(α) ∈ ℵβ. Ïðåäïîëîæèì, ℵ(α) = ℵ(β), òîãäà ℵ(β) ∈ ℵβ, îòêóäà F(ℵβ) ∈ ℵβ, œòî ïðîòèâîðåœèò îïðåäåëåíèþ F. Èòàê, ℵ(α) < ℵ(β).

á) ℵ(0) = F(∅) = ω.

â) Òàê êàê ℵ[S(α)] â ñèëó ìîíîòîííîñòè ℵ, äîêàçàííîé âûøå, èìååò ìàêñèìóì, ðàâíûé ℵ(α), òî F(ℵ[S(α)]) = ℵ(α)^+, îòêóäà ℵ(S(α)) = ℵ(α)^+.

ã) Äëß ïðåäåëüíîãî îðäèíàëà α èìååì sup α = α (ñì. ñâîéñòâî îðäèíàëîâ 2.12). Åñëè ℵα èìååò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, òî â ñèëó ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ℵ, äîêàçàííîé â à), α òàêæå èìååò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, îòêóäà sup α ∈ α. Ïðîòèâîðåœèå.

Èòàê, â ℵα íåò íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà, ñëåäîâàòåëüíî, F(ℵα) = = sup ℵα, îòêóäà ℵ(α) = sup_{γ<α} ℵ(γ).

ä) Åäèíñòâåííîñòü îòîáðàæåíèß ℵ, óäîâëåòâîðßþùåãî 1)–3), ëåãêî ïðîâåðßåòñß ïî èíäóêöèè.

Óñëîâèìñß âåçäå äàëåå âìåñòî ℵ(α) äëß ðàññìîòðåííîãî â òåîðåìå îòîáðàæåíèß ℵ ïèñàòü ℵ_α, ò. å. èñïîëüçóåì èíäåêñ. Òàêîå îáîçíàœåíèå áåñêîíåœíûõ êàðäèíàëüíûõ œèñåë áûëî ââåäåíî åùå Êàíòîðîì. Ýòèì, ñîáñòâåííî, è îáúßñíßåòñß íàçâàíèå òåîðåìû: îá àëåôàõ.

∘Òåîðåìà 3.9. Îòîáðàæåíèå ℵ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî äîêàçàíî â òåîðåìå 3.8, áèåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èíúåêòèâíîñòü ℵ ñëåäóåò èç ïóíêòà à) äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

2) Ïîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü ℵ. Ïðåäïîëîæèì, œòî ℵ íå ñþðúåêòèâíî, è œåðåç τ îáîçíàœèì íàèìåíüøèé èç êàðäèíàëîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ îáðàçó ℵ Ord. Îœåâèäíî, τ > ω.

Ïóñòü X = {ξ| ω ⩽ ξ < τ}. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ℵ ëåãêî ïîêàçàòü, œòî ìíîæåñòâî Δ = {α| ℵ_α ∈ X} ßâëßåòñß îðäèíàëîì. Òîãäà åñëè Δ — ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî sup X ∉ X è â òî æå âðåìß sup X ⩽ τ, ïîýòîìó sup X = τ. Íî sup X = ℵ_Δ ïî òåîðåìå 3.8, ïîýòîìó τ ∈ ℵ Ord. Ïðîòèâîðåœèå.

Åñëè Δ — ïîñëåäóþùèé îðäèíàë, òî sup X ∈ X, îòêóäà τ = (sup X)^+ +. Íî Δ = S(sup Δ) (ïî ñâîéñòâó 2.12 îðäèíàëîâ), îòêóäà ℵ_Δ = = (ℵ_{sup Δ})^+ = (sup X)^+ = τ, îòêóäà ñíîâà ïîëóœàåì τ ∈ ℵ Ord. Ïðîòèâîðåœèå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ℵ ñþðúåêòèâíî, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Èòàê, ëþáîå áåñêîíåœíîå êàðäèíàëüíîå œèñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ℵ_α ïðè íåêîòîðîì îðäèíàëå α, åñëè ìû ïðèíèìàåì àêñèîìó âûáîðà.

Êàê ìû çíàåì, ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå è ïîñëåäóþùèå îðäèíàëû. Îíè ñîñòàâëßþò äâà äîñòàòîœíî áîãàòûõ ïî ñâîéñòâàì ïîäêëàññà êëàññà Ord. Êàæäûé êàðäèíàë ßâëßåòñß îðäèíàëîì, ïîýòîìó è íåíóëåâûå êàðäèíàëû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà, îòíåñß ê ïåðâîìó êëàññó êàðäèíàëû, ßâëßþùèåñß ïðåäåëüíûìè îðäèíàëàìè, à êî âòîðîìó — êàðäèíàëû, ßâëßþùèåñß ïîñëåäóþùèìè îðäèíàëàìè. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ñâîéñòâî 3.1, òàêîå ðàçáèåíèå êàðäèíàëîâ íà êëàññû âåñüìà ïðèìèòèâíî, èáî ïåðâûé êëàññ ñîâïàäåò ñ êëàññîì Card_ω, à âî âòîðîé âîéäóò âñå êîíåœíûå íåíóëåâûå êàðäèíàëû. Ïîýòîìó äëß êàðäèíàëîâ èñïîëüçóþò èíîé ñïîñîá ðàçáèåíèß íà ñïåöèàëüíûå êëàññû, à èìåííî:

Îïðåäåëåíèå 3.3. Êàðäèíàë τ íàçûâàåòñß èçîëèðîâàííûì, åñëè ñóùåñòâóåò êàðäèíàë ξ òàêîé, œòî τ = ξ^+, â ïðîòèâíîì ñëóœàå íåíóëåâîé êàðäèíàë τ íàçûâàåòñß ïðåäåëüíûì.

Äåéñòâóß ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òîëüêî œòî ïðèâåäåííîé òåîðåìû, íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé ôàêò.

∘Òåîðåìà 3.10. Äëß ëþáûõ íåíóëåâîãî îðäèíàëà α è íåïóñòîãî ìíîæåñòâà îðäèíàëîâ A ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

1) α — ïðåäåëüíûé îðäèíàë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ℵ_α — ïðåäåëüíûé êàðäèíàë;

2) α — ïîñëåäóþùèé îðäèíàë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ℵ_α — èçîëèðîâàííûé êàðäèíàë;

3) ℵ_{sup A} = sup_{γ∈A} ℵ_γ .

Ïîýòîìó êàðäèíàë ℵ_ω, êàê è êàðäèíàë ω, ßâëßåòñß ïðåäåëüíûì êàðäèíàëîì, à âñå êàðäèíàëû ℵ_n èçîëèðîâàíû ïðè n > 0.

Ïðèâåäåííûå òåîðåìû îá îòîáðàæåíèè ℵ èç êëàññà îðäèíàëîâ â êëàññ êàðäèíàëîâ ïîêàçûâàþò, œòî åñëè Card — íå ìíîæåñòâî, òî ℵ åñòü ïîðßäêîâûé èçîìîðôèçì ìåæäó ýòèìè êëàññàìè, ò. å. âçàèìíî îäíîçíàœíîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíßþùåå ïîðßäîê. Íà ñàìîì äåëå ñóùåñòâóåò ãîðàçäî áîëåå îáùàß òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå íåêîòîðûõ êëàññîâ, íå ßâëßþùèõñß ìíîæåñòâàìè, è êëàññà îðäèíàëîâ, à òåîðåìà îá àëåôàõ ßâëßåòñß ëèøü åå œàñòíûì ñëóœàåì áëàãîäàðß àêñèîìå âûáîðà.

Òåîðåìà 3.11. (Îá èçîìîðôèçìå êëàññîâ).

Ïóñòü ñîáñòâåííî êëàññ K âïîëíå óïîðßäîœåí îòíîøåíèåì-êëàññîì ≺ è óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ:

äëß êàæäîãî y ∈ K êëàññ {x ∈ K : x ≺ y} åñòü ìíîæåñòâî.

Òîãäà êëàññû K è Ord èçîìîðôíû (ò. å. ìîæíî îïðåäåëèòü âçàèìíî îäíîçíàœíîå îòîáðàæåíèå èç K â Ord, ñîõðàíßþùåå ïîðßäîê).

Â œàñòíîñòè, Ëþáûå äâà ñîáñòâåííî êëàññà îðäèíàëîâ ïîðßäêîâî èçîìîðôíû.

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, ò. ê. îíî ïðàêòèœåñêè ïîâòîðßåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá àëåôàõ è èñïîëüçóåò ïîñòðîåíèå íåîáõîäèìîãî îòîáðàæåíèß ïî òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè. Ìû ïðåäëàãàåì œèòàòåëþ ïîïðîáîâàòü äîêàçàòü ïðèâåäåííóþ òîëüêî œòî òåîðåìó.

§ 3.2 Êîíåœíûå è áåñêîíåœíûå ìíîæåñòâà.

Êîíòèíóóì-ãèïîòåçà

Ìû óæå äîâîëüíî œàñòî ïîëüçîâàëèñü ïîíßòèßìè êîíåœíîãî è áåñêîíåœíîãî ìíîæåñòâà, è äàæå îïðåäåëèëè êîíåœíûå è áåñêîíåœíûå êàðäèíàëû. Ââåäåì òåïåðü îïðåäåëåíèå äëß ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñß áåñêîíåœíûì, åñëè îíî îáëàäàåò áåñêîíåœíîé ìîùíîñòüþ, ò. å. ñóùåñòâóåò êàðäèíàë τ: τ = = ||X||, τ ⩾ ω. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñß êîíåœíûì, åñëè îíî îáëàäàåò êîíåœíîé ìîùíîñòüþ, ò. å. ñóùåñòâóåò n: n = ||X||.

Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñß ñœåòíûì, åñëè ||X|| = ω. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñß íå áîëåå œåì ñœåòíûì, åñëè ||X|| ⩽ ω.

Êàæäîå ìíîæåñòâî ëèáî êîíåœíî, ëèáî áåñêîíåœíî, ëèáî óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè åãî ìîùíîñòè íåäîêàçóåìî â ZF. Àêñèîìà âûáîðà ïîçâîëßåò èñêëþœèòü ýòîò òðåòèé ñëóœàé è ãîâîðèòü, œòî êàæäîå ìíîæåñòâî ëèáî êîíåœíî, ëèáî áåñêîíåœíî. Áåñêîíåœíûå ìíîæåñòâà îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì, îòëèœàþùèì èõ îò êîíåœíûõ.

Òåîðåìà 3.12. Åñëè X — áåñêîíåœíîå ìíîæåñòâî, òî äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà a ìîùíîñòè ìíîæåñòâ X \ {a}, X è X ∪ {a} ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ||X|| = τ, τ ⩾ ω, è ïóñòü a /∈ X. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, œòî ìíîæåñòâî X ∪ {a} ðàâíîìîùíî òîãäà îðäèíàëó S(τ). Ìåæäó îðäèíàëîì S(τ) è τ ëåãêî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíàœíîå ñîîòâåòñòâèå, êàê ìû ýòî óæå äåëàëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà 3.1 êàðäèíàëîâ. Ïîýòîìó ||X∩{a}|| = τ. Äëß a ∈ X òåîðåìà îœåâèäíûì îáðàçîì ñïðàâåäëèâà.

Ïóñòü òåïåðü Y = X \ {a}, a ∈ X. Ïîíßòíî, œòî èñïîëüçóß ïîëíîå óïîðßäîœåíèå X, êîòîðîå ìîæíî çàäàòü ïðè ïîìîùè âçàèìíî îäíîçíàœíîãî ñîîòâåòñòâèß ìíîæåñòâà X è êàðäèíàëà τ, ìîæíî âïîëíå óïîðßäîœèòü è ìíîæåñòâî Y . Ïîýòîìó ìîùíîñòü Y ñóùåñòâóåò. Åñëè Y êîíåœíî, òî ïîíßòíî, œòî X òîãäà òàêæå êîíåœíî — ïðîòèâîðåœèå. Åñëè Y áåñêîíåœíî, òî ïî òîëüêî œòî äîêàçàííîìó ìû ïîëóœèì, œòî ||Y || = ||Y ∪ {a}||, ò. å. ||Y || = ||X||. Ïðè a /∈ X òåîðåìà òàêæå îœåâèä- íà. Èòàê, ìû âèäèì, œòî ïðè ¿âûáðàñûâàíèè£ îäíîé (èëè íåñêîëüêèõ) òîœåê èç áåñêîíåœíîãî ìíîæåñòâà ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà ñîõðàíßåòñß. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå áåñêîíåœíîå ìíîæåñòâî ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó. Íà ýòîì ïðèçíàêå áàçèðóåòñß äðóãîå îïðåäåëåíèå êîíåœíûõ è áåñêîíåœíûõ ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùåå Äåäåêèíäó.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñß áåñêîíåœíûì ïî Äåäåêèíäó, åñëè îíî ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó, â ïðîòèâíîì ñëóœàå ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñß êîíåœíûì ïî Äåäåêèíäó.

Îïðåäåëåíèå Äåäåêèíäà íå ïîäðàçóìåâàåò íàëèœèß ó ìíîæåñòâà ìîùíîñòè, è ïîòîìó ëþáîå ìíîæåñòâî ëèáî êîíåœíî ïî Äåäåêèíäó, ëèáî áåñêîíåœíî ïî Äåäåêèíäó. Ïðè âûïîëíåíèè àêñèîìû âûáîðà îáà îïðåäåëåíèß ñîâïàäàþò, ïðè îòðèöàíèè AC ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òàêèå ìíîæåñòâà, êîòîðûå íå èìåþò ìîùíîñòè, íî òåì íå ìåíåå áåñêîíåœíû (èëè êîíåœíû) ïî Äåäåêèíäó. Îáà ýòè ôàêòà âûòåêàþò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.13. Åñëè ìíîæåñòâî X êîíåœíî, òî îíî êîíåœíî ïî Äåäåêèíäó. Åñëè ìíîæåñòâî X áåñêîíåœíî, òî îíî áåñêîíåœíî ïî Äåäåêèíäó.

Ââåäåì òåïåðü îáîçíàœåíèå: c = ||R||, åñëè ñóùåñòâóåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà R âñåõ âåùåñòâåííûõ œèñåë. Ïîíßòíî, œòî R áåñêîíåœíî ïî Äåäåêèíäó, èáî R ↔ [0, 1], à åñëè ìû ïðåäïîëàãàåì ñóùåñòâîâàíèå ìîùíîñòè c (ìîùíîñòè êîíòèíóóìà), òî R áóäåò è ïðîñòî áåñêîíåœíî. Â ñèëó ñëåäñòâèé ê òåîðåìå Êàíòîðà ìû ìîæåì ñêàçàòü äàæå, œòî c > ω, ò. å. êîíòèíóóì íåñœåòåí. È çäåñü âîçíèêàåò íîâûé âîïðîñ: íàñêîëüêî âîîáùå êàðäèíàë c áîëüøå ω? Èëè: ñóùåñòâóþò ëè ìíîæåñòâà ìîùíîñòè τ òàêîé, œòî ω < τ < c?

Ýòîò âîïðîñ âïåðâûå áûë ñôîðìóëèðîâàí Êàíòîðîì â êîíöå XIX âåêà. Ñàì Êàíòîð íåîäíîêðàòíî ïûòàëñß îòûñêàòü íåñœåòíîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè ìåíüøå c, ¿ïðîðåæèâàß£ èçâåñòíûå êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà, ñòðîß íèãäå íå ïëîòíûå ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ œèñåë. Â ðåçóëüòàòå ïîßâèëèñü êàíòîðîâû ñîâåðøåííûå ìíîæåñòâà, íî âñå îíè îêàçàëèñü êîíòèíóàëüíûìè. Íà îñíîâàíèè âñåõ ñâîèõ èññëåäîâàíèé Êàíòîð ïðåäïîëîæèë, œòî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ìíîæåñòâà. Åãî ãèïîòåçà â íàøèõ îáîçíàœåíèßõ ôîðìóëèðóåòñß â âèäå ðàâåíñòâà ω^+ = c, êîòîðîå íàçûâàåòñß ãèïîòåçîé êîíòèíóóìà èëè êîíòèíóóì-ãèïîòåçîé è îáîçíàœàåòñß CH.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíàœåíèå: œåðåç 2^τ ìû îáîçíàœèì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Exp(τ). Îáúßñíßåòñß òàêîå îáîçíàœåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êîãäà ìû îïðåäåëßëè ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ â îáùåì âèäå (ñì. § 1.6), ìû ââåëè òàêæå ïîíßòèå âîçâåäåíèß ìíîæåñòâà A â ñòåïåíü-ìíîæåñòâî B, îáîçíàœàß œåðåç A^B ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç B â A. Åñëè ìû òåïåðü â êàœåñòâå ìíîæåñòâà A ðàññìîòðèì îðäèíàë 2 = {0, 1}, òî 2^B áóäåò ìíîæåñòâîì âñåõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà B è ïðèíèìàþùèõ çíàœåíèß 0 èëè 1. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíàœíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó 2^B è Exp(B), âûáèðàß äëß êàæäîé ôóíêöèè èç 2^B ïðîîáðàç åäèíèöû. Ïîýòîìó || Exp(B)|| = ||2^B||, îòêóäà è ïîßâèëîñü îáîçíàœåíèå: 2^{||B||} := || Exp(B)||. Â œàñòíîì ñëóœàå, êîãäà B = τ ïîëóœèì, œòî ìîùíîñòü Exp(τ) ðàâíà 2^τ .

Ìû óæå óïîìèíàëè ðàíåå, œòî ìîùíîñòü êîíòèíóóìà òàêîâà æå, êàê ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðßäà, ò. å. c = || Exp(ω)|| èëè, â ñèëó íàøèõ îáîçíàœåíèé, c = 2^ω. Òîãäà êîíòèíóóì-ãèïîòåçà âûðàæàåòñß ðàâåíñòâîì ω^+ = 2^ω.

Àíàëîãèœíî, ðàññìàòðèâàß âìåñòî êàðäèíàëà ω ïðîèçâîëüíûé áåñêîíåœíûé êàðäèíàë τ, ñôîðìóëèðóåì îáîáùåííóþ êîíòèíóóìãèïîòåçó (GCH): τ^+ = 2^τ .

Íà ñåãîäíßøíèé äåíü èçâåñòíî, œòî êàê êîíòèíóóì-ãèïîòåçà, òàê è îáîáùåííàß êîíòèíóóì-ãèïîòåçà íå çàâèñßò êàê îò àêñèîì ZF, òàê è îò àêñèîì ZFC. Òîœíåå, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.14. (Êóðò Ãĳäåëü, 1936).

Con(ZF)→ Con(ZF+CH), Con(ZF)→ Con(ZF+GCH), Con(ZF)→ Con(ZFC+CH), Con(ZF)→ Con(ZFC+GCH).

Òåîðåìà 3.15. (Ïîëü Êîýí, 1963).

Con(ZF)→ Con(ZF+⌉CH), Con(ZF)→ Con(ZF+⌉GCH), Con(ZF)→ Con(ZFC+⌉CH), Con(ZF)→ Con ZFC+⌉GCH).

Ñëåäóåò îäíàêî îòìåòèòü, œòî GCH âëåœåò àêñèîìó âûáîðà AC [7]. Îòñþäà ñëåäóåò, œòî òåîðèß ZF+GCH+⌉AC ïðîòèâîðåœèâà. Òî åñòü ìû íå ìîæåì ñêàçàòü, œòî AC íå çàâèñèò îò àêñèîì ZF+GCH. Áîëåå ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ïðîáëåì, ñâßçàííûõ ñ äîêàçàòåëüñòâîì íåïðîòèâîðåœèâîñòè CH è GCH ñ àêñèîìàòèêîé Öåðìåëî—Ôðåíêåëß, ìîæíî íàéòè ó Ï. Êîýíà â [7] èëè â Ñïðàâîœíîé êíèãå ïî ìàòåìàòèœåñêîé ëîãèêå [8].

Èòàê, êðîìå àêñèîìû âûáîðà ñóùåñòâóþò è äðóãèå óòâåðæäåíèß î ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ðàìêàõ ßçûêà ZF, íî íåâîçìîæíî íè äîêàçàòü èõ, íè îïðîâåðãíóòü â ZF. Íà ñàìîì äåëå, â ñèëó òåîðåìû Ãĳäåëß î íåïîëíîòå [4] òàêèõ óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè áåñêîíåœíî ìíîãî. Â § 3.5 ìû ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî ïîäîáíûõ óòâåðæäåíèé.

§ 3.3 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû î ìîùíîñòßõ.

Òåîðåìà î êâàäðàòå

Â ýòîì ïàðàãðàôå âñå òåîðåìû ìû áóäåì äîêàçûâàòü â òåîðèè ZFC. Ïåðâàß òåîðåìà, êîòîðóþ ìû çäåñü äîêàæåì, ïî ñóòè ßâëßåòñß ïåðåôîðìóëèðîâêîé ëåììû Öîðíà.

∘Òåîðåìà 3.16. (Ïðèíöèï ñêâîçíîé öåïè). Â ëþáîì œàñòèœíî óïîðßäîœåííîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò ñêâîçíàß öåïü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X, <) — œàñòèœíî óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëîæèì, œòî â X ñóùåñòâóåò íåîãðàíèœåííàß íåïóñòàß öåïü C. Òîãäà ýòà öåïü è áóäåò ñêâîçíîé, èáî äëß íåå íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà a ∈ X òàêîãî, œòî ïðè ëþáîì c ∈ C èìååì c < a.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, œòî â X ëþáàß öåïü îãðàíèœåíà. Òîãäà â ñèëó ëåììû Öîðíà â X ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò a. Íî òîãäà ìíîæåñòâî {a} ßâëßåòñß ñêâîçíîé öåïüþ â X.

Ïóñòü C — öåïü ìíîæåñòâ ïî âëîæåíèþ, ò. å. (C, ⊂) ßâëßåòñß ëèíåéíî óïîðßäîœåííûì ìíîæåñòâîì. Ïðåäåëîì öåïè C ìû íàçûâàåì îáúåäèíåíèå ∪C åå ýëåìåíòîâ. SSñíî, œòî äëß ëþáîãî A ∈ C èìååì A ⊆ ∪C, ïîýòîìó ||A|| ⩽ || ∪ C|| äëß ëþáîãî A ∈ C. Íî êàê óêàçàòü áîëåå òîœíóþ îöåíêó äëß ìîùíîñòè ïðåäåëà öåïè C?

Ñëåäóþùàß òåîðåìà ïîçâîëßåò íàì îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ.

∘Òåîðåìà 3.17. (Î ìîùíîñòè ïðåäåëà öåïè). Ïóñòü C — öåïü ìíîæåñòâ ïî âëîæåíèþ è äëß êàæäîãî ìíîæåñòâà A ∈ C èìååì ||A|| < τ. Òîãäà || ∪ C|| ⩽ τ. Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = ∪C. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî F âñåõ áèåêöèåé ìåæäó ìíîæåñòâàìè A ∈ C è èõ ìîùíîñòßìè ξ < τ, à èìåííî, F = {f : f : A → ξ, A ∈ C, ξ < τ, f — áèåêöèß}. SSñíî, œòî ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî. Êðîìå òîãî, îíî œàñòèœíî óïîðßäîœåíî îòíîøåíèåì ⊂. Òàê œòî â ñèëó ïðèíöèïà ñêâîçíîé öåïè â F ñóùåñòâóåò ñêâîçíàß öåïü E. Îáîçíàœèì C^′ = {dom(f) : f ∈ E}. C^′ — íåïóñòàß ïîäöåïü öåïè C. Ïîñêîëüêó E ßâëßåòñß öåïüþ áèåêöèé, òî åå ïðåäåë f_0 = ∪E òàêæå åñòü áèåêöèß ìåæäó ∪C^′ = dom(f_0) è ⋃ f∈E ran(f) = ran(f_0). SSñíî, œòî dom(f_0) ⊆ X, ran(f_0) ⊆ τ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, œòî dom(f_0) ≠ X. Ýòî îçíàœàåò, œòî â öåïè C ñóùåñòâóåò ýëåìåíò A òàêîé, œòî A ⊈ dom(f_0). Ïîñêîëüêó dom(f_0) — ýòî ïðåäåë öåïè C^′, òî îœåâèäíî òàêæå A ⊈ B äëß êàæäîãî B ∈ C^′. Íî òîãäà â ñèëó ëèíåéíîé óïîðßäîœåííîñòè C ïî âëîæåíèþ ïîëóœàåì, œòî äëß êàæäîãî B ∈ C^′ èìååò ìåñòî B ⊂ A, îòêóäà dom(f_0) ⊆ A è, áîëåå òîœíî,

dom(f_0) ⊂ A (3.1)

ââèäó ïðåäïîëîæåíèß î òîì, œòî A ⊈ dom(f_0).

Ïîêàæåì òåïåðü, œòî ran(f_0) åñòü êàðäèíàë, ìåíüøèé τ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó äëß êàæäîãî f ∈ E èìååì ran(f) ∈ Card, òî ran(f_0) = = ⋃ f∈E ran(f) òàêæå åñòü êàðäèíàë ïî ñâîéñòâó êàðäèíàëîâ 3.8. Ïðè ýòîì ran(f_0) = || dom(f_0)|| ⩽ ||A|| < τ. (3.2) Îáîçíàœèì òåïåðü B = A \ dom(f_0), D = τ \ ran(f_0). Îáà ýòè ìíîæåñòâà íå ïóñòû ñîãëàñíî (3.1) è (3.2). Åñëè ||B|| ⩾ ||D||, òî ñóùåñòâóåò èíúåêöèß èç D â B. Òîãäà, èñïîëüçóß áèåêöèþ f_0, íåòðóäíî ïîñòðîèòü èíúåêöèþ èç τ â A, îòêóäà ïî òåîðåìå CBS ïîëóœàåì ||A|| = τ. Ïðîòèâîðåœèå. Èòàê, ||B|| < ||D|| ⩽ τ. Ïóñòü h : B → D — èíúåêöèß. Îáîçíàœèì œåðåç α ïîðßäêîâûé òèï ran(h), h_1 : ran(h) → [ran(f_0); ran(f_0)+_oα) — ïîðßäêîâûé èçîìîðôèçì, ãäå œåðåç +_o îáîçíàœåíà ñóììà îðäèíàëîâ. Èíäóêöèåé íåòðóäíî ïðîâåðèòü, œòî äëß êàæäîãî β ∈ ran(h) èìååò ìåñòî h_1(β) ⩽ β. Òîãäà èç òîãî, œòî ran(h) ⊆ τ, ñëåäóåò, œòî ran(f_0) +_oα ⩽ τ. Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ìíîæåñòâî f = f_0 ∪ (h_1 ∘ h) ßâëßåòñß áèåêöèåé ìåæäó A è ran(f_0) +_oα.

Èòàê, f ∈ F è f ßâëßåòñß âåðõíåé ãðàíüþ äëß E, ïðèœåì, f /∈ E, ò. ê. dom(f) = A ⊃ dom(f_0). Ýòî ïðîòèâîðåœèò òîìó, œòî öåïü E ñêâîçíàß.

Èòàê, ïðåäïîëîæåíèå î òîì, œòî dom(f_0) ≠ X, ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðåœèþ, ñëåäîâàòåëüíî, dom(f_0) = X. Äàëåå, ïîñêîëüêó f_0 — èíúåêöèß â τ, òî ||X|| ⩽ τ, òî è òðåáîâàëîñü ïðîâåðèòü.

Óñëîâèå òåîðåìû ||A|| < τ äëß êàæäîãî A ∈ C ñóùåñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì èçîëèðîâàííûé êàðäèíàë τ^+. Ýòîò êàðäèíàë ñàì ßâëßåòñß öåïüþ ïî âëîæåíèþ ñâîèõ ýëåìåíòîâ-îðäèíàëîâ. Åñëè êàðäèíàë τ áåñêîíåœíûé, òî ñðåäè îðäèíàëîâ α ∈ τ^+, ïîíßòíî, ñóùåñòâóþò îðäèíàëû ìîùíîñòè τ, ïðèœåì, ïîñêîëüêó τ^+ ßâëßåòñß ïðåäåëüíûì îðäèíàëîì, òî τ^+ ßâëßåòñß ïðåäåëîì öåïè ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Äëß êàæäîãî α ∈ τ^+ èìååì ||α|| ⩽ τ, íî íåñòðîãî íåðàâåíñòâà äîáèòüñß íåëüçß, à ìîùíîñòü ïðåäåëà öåïè τ^+ áîëüøå τ.

Ñëåäóþùàß òåîðåìà ïîçâîëßåò ïðåäñòàâëßòü ëþáîå áåñêîíåœíîå ìíîæåñòâî â âèäå ïðåäåëà öåïè åãî ïîäìíîæåñòâ ìåíüøåé ìîùíîñòè.

∘Òåîðåìà 3.18. Ïóñòü X — áåñêîíåœíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà íàéäåòñß öåïü C åãî ïîäìíîæåñòâ òàêàß, œòî ∪C = X è äëß ëþáîãî A ∈ C èìååì ||A|| < ||X||. Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß áåñêîíåœíîãî ìíîæåñòâà X ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ ìåíüøåé ìîùíîñòè, ò. å. P = {A ∈ Exp(X)| ||A|| < ||X||}. Îœåâèäíî, œòî P íå ïóñòî è œàñòèœíî óïîðßäîœåíî îòíîøåíèåì ⊂. Òîãäà â P íàéäåòñß ñêâîçíàß öåïü E. Œåðåç A^∗ îáîçíàœèì ïðåäåë ýòîé öåïè. Îœåâèäíî, œòî A^∗ ⊆ X, ïîýòîìó ||A^∗|| ⩽ ||X||.

Ïðåäïîëîæèì, œòî ||A^∗|| < ||X||. Òîãäà ñóùåñòâóåò a ∈ X \ A^∗. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A_0 = A^∗ ∪ {a}. Åñëè ìíîæåñòâî A^∗ êîíåœíîå, òî ìíîæåñòâî A_0 òàêæå êîíåœíîå, îòêóäà ||A_0|| < ||X||. Åñëè æå ìíîæåñòâî A^∗ áåñêîíåœíîå, òî ||A_0|| = ||A^∗|| < ||X||. Èòàê, â ëþáîì ñëóœàå A_0 ∈ P è îãðàíèœèâàåò öåïü E, íå áóäóœè ýëåìåíòîì ýòîé öåïè, ò. å. öåïü E íå ìîæåò áûòü ñêâîçíîé. Ïðîòèâîðåœèå.

Ïîýòîìó ||A^∗|| = ||X||. Ïóñòü f : A^∗ → X ñóòü áèåêöèß. Ïîñòðîèì öåïü C êàê îáðàç öåïè E ïî ôóíêöèè f, ò. å. C = {fA| A ∈ E}. Íåòðóäíî âèäåòü, œòî â ñèëó áèåêòèâíîñòè f ýòè öåïè ïîðßäêîâî èçîìîðôíû ïî âëîæåíèþ. Êðîìå òîãî, äëß ëþáîãî A ∈ E èìååì ||A|| = ||fA||, ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû öåïè C èìåþò ìîùíîñòü ìåíüøå ||X||. À ïîñêîëüêó ∪C = f[∪E], òî ∪C = X. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èíòåðåñíî òåì, œòî åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, ò. ê. ìû íå èñïîëüçóåì çäåñü îïðåäåëåíèå êàðäèíàëà è îðäèíàëà ïî ôîí Íåéìàíó. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè îðäèíàëîâ è êàðäèíàëîâ â ñìûñëå ôîí Íåéìàíà ýòó òåîðåìó ëåãêî äîêàçàòü, ðàññìàòðèâàß áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì X è êàðäèíàëîì τ.

Èç ýòîé òåîðåìû, â œàñòíîñòè, ñëåäóåò, œòî îòðåçîê [0, 1] ⊂ R ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðåäåë âîçðàñòàþùåé öåïè ìíîæåñòâ ìîùíîñòè ìåíüøå c, à â ñëóœàå ïðèíßòèß êîíòèíóóì-ãèïîòåçû, — ñœåòíûõ ìíîæåñòâ. Ýòà öåïü, ðàçóìååòñß, íå ìîæåò áûòü ñœåòíîé, èíàœå ìû áû ïðèøëè ê ïðîòèâîðåœèþ, íàïðèìåð, ñî ñœåòíîé àääèòèâíîñòüþ ìåðû Ëåáåãà.

Ñëåäóþùàß òåîðåìà ïîçâîëßåò íàì âûœèñëßòü ìîùíîñòè êîíåœíûõ ïðßìûõ ïðîèçâåäåíèé áåñêîíåœíûõ ìíîæåñòâ.

∘Òåîðåìà 3.19. (Î êâàäðàòå). Åñëè τ — áåñêîíåœíûé êàðäèíàë, òî ||τ × τ|| = τ. Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñß òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé íà êëàññå áåñêîíåœíûõ êàðäèíàëîâ.

Ïðåäïîëîæèì, œòî äëß êàæäîãî áåñêîíåœíîãî êàðäèíàëà ξ < τ, åñëè òàêîâîé èìååòñß, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî, ò. å. ||ξ × × ξ|| = ||ξ||, è ïîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî äëß τ.

Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, œòî ïîñêîëüêó ||α|| < τ äëß ëþáîãî îðäèíàëà α < τ (ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèß êàðäèíàëà), òî äëß êàæäîãî îðäè- íàëà α < τ èìååì ||α × α|| = ||α||, åñëè α ⩾ ω, è ||α × α|| < ω, åñëè α — íàòóðàëüíîå œèñëî. Â ëþáîì ñëóœàå äëß α < τ èìååì ||α × α|| < τ.

Âî-âòîðûõ, êàðäèíàë τ åñòü ïðåäåëüíûé îðäèíàë, ïîýòîìó τ = = sup τ = ⋃ α<τ α, îòêóäà íåòðóäíî ïîëóœèòü, œòî τ × τ = ⋃ α<τ α × α, ò. å. ìíîæåñòâî τ × τ ßâëßåòñß ïðåäåëîì öåïè ìíîæåñòâ α × α, ãäå α < τ. Òåïåðü ïî òåîðåìå 3.17 î ìîùíîñòè ïðåäåëà öåïè ïîëóœàåì, œòî ||τ × τ|| ⩽ τ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îœåâèäíî, œòî ||τ × τ|| ⩾ τ, à çíàœèò, τ × τ èìååò ìîùíîñòü τ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

∘Ñëåäñòâèå 3.20. Äëß ëþáîãî áåñêîíåœíîãî ìíîæåñòâà X èìååì ||X × × X|| = ||X||. ∘Ñëåäñòâèå 3.21. Åñëè ìíîæåñòâî X áåñêîíåœíî, à ìíîæåñòâî Y òà- êîâî, œòî ||Y || ⩽ ||X||, òî ||X × Y || = ||X||.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó X × Y ⊆ X × X, òî îœåâèäíî, œòî ||X × × Y || ⩽ ||X × X|| = ||X||. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ||X × Y || ⩾ ||X||. ∘Ñëåäñòâèå 3.22. Åñëè ìíîæåñòâî X áåñêîíåœíî, n ∈ ω, n > 0, òî ||X^n|| = ||X||, œòî íåñëîæíî ïðîâåðèòü ìàòåìàòèœåñêîé èíäóêöèåé ïî n.

Êàê œàñòíûé ñëóœàé îòìåòèì, œòî ||ω^n|| = ω, ||R^n || = c, n > 0.

∘Òåîðåìà 3.23. (Î ñóììå). Ïóñòü èìååòñß ìíîæåñòâî {X_i}_{i∈I} è äëß êàæäîãî i ∈ I èìååì ||X_i|| ⩽ τ. Êðîìå òîãî, ||I|| ⩽ τ, à êàðäèíàë τ áåñêîíåœíûé. Òîãäà ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ I X_i ‖ ‖ ‖ ‖ ⩽ τ, ‖ ‖ ‖ ‖ ⋃ i∈I X_i ‖ ‖ ‖ ‖ ⩽ τ. Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ||X_i|| ⩽ τ äëß êàæäîãî i ∈ I, òî ìîæíî ïîñòðîèòü èíúåêöèè f_i : X_i → τ. Àíàëîãèœíî ìîæíî ïîñòðîèòü èíúåêöèþ g : I → τ. Òåïåðü ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F : ∑ I X_i → τ × × τ, îïðåäåëßåìóþ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé: F (i, x) = (g(i), f_i(x)) äëß (i, x) ∈ {i} × X_i. Íåòðóäíî óáåäèòüñß â òîì, œòî F åñòü èíúåêöèß èç ∑ I X_i â τ × τ. Ïîýòîìó ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ I X_i ‖ ‖ ‖ ‖ ⩽ ||τ × τ|| = τ. Âòîðóþ œàñòü óòâåðæäåíèß òåîðåìû ëåãêî äîêàçàòü, ïîñòðîèâ ñþðúåêöèþ èç ∑ I X_i â ⋃ i∈I X_i.

∘Ñëåäñòâèå 3.24. Íå áîëåå œåì ñœåòíîå îáúåäèíåíèå íå áîëåå œåì ñœåòíûõ ìíîæåñòâ íå áîëåå œåì ñœåòíî.

§ 3.4 Àðèôìåòèêà êàðäèíàëîâ

Â § 2.3 ìû èçóœàëè àðèôìåòèêó îðäèíàëîâ — ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. Çäåñü ìû íàìåðåíû ðàññìîòðåòü ñëîæåíèå, óìíîæåíèå è âîçâåäåíèå â ñòåïåíü êàðäèíàëîâ. Ïîñêîëüêó äëß äîêàçàòåëüñòâà áîëüøèíñòâà ðàâåíñòâ äàííîãî ïàðàãðàôà òðåáóåòñß ñóùåñòâîâàíèå ìîùíîñòåé ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ, òî âñå óòâåðæäåíèß çäåñü ìû áóäåì ñœèòàòü òåîðåìàìè ZFC, à íå ZF, õîòß íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìîæíî äîêàçûâàòü è áåç àêñèîìû âûáîðà.

Ïóñòü èìååòñß ìíîæåñòâî êàðäèíàëîâ {τ_i}_{i∈A}, ïðîèíäåêñèðîâàííîå ìíîæåñòâîì A.

Ñëîæåíèå.^3

Œåðåç ∑ i∈A τ_i îáîçíàœèì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ⋃ i∈A {i} × τ_i. Îïðåäåëåíèå 3.6. Ñèìâîë ∑ i∈A τ_i íàçûâàåòñß ñóììîé êàðäèíàëîâ τ_i ïî

ìíîæåñòâó A.

Äëß A = ∅ ïîëîæèì ∑ i∈A τ_i = 0.

Äëß ||A|| < ω ìû èñïîëüçóåì îáûœíûå ìàòåìàòèœåñêèå îáîçíàœåíèß ñóììû, íàïðèìåð,^n ∑ i=1 τ_i èëè τ + ξ + · · · + χ.

Åñëè ìû îáðàòèì âíèìàíèå íà îïðåäåëåíèå ñóììû îðäèíàëîâ, òî óâèäèì, œòî ñóììà êàðäèíàëîâ â ñìûñëå ñëîæåíèß îðäèíàëîâ (âåäü êàðäèíàëû ßâëßþòñß îðäèíàëàìè) âîîáùå ãîâîðß îòëèœíà îò ñóììû êàðäèíàëîâ, ïîýòîìó ýòè ïîíßòèß ñëåäóåò ðàçëèœàòü. Êðîìå òîãî, ñóììà êàðäèíàëîâ îáëàäàåò ãîðàçäî áî́ëüøèì œèñëîì îáûœíûõ àðèôìåòèœåñêèõ ñâîéñòâ ñëîæåíèß, œåì ñóììà îðäèíàëîâ. Äëß íàòóðàëüíûõ œèñåë, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ñóììà êàðäèíàëîâ ñîâïàäàåò ñ îáûœíîé ñóììîé íàòóðàëüíûõ œèñåë. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñëîæåíèß êàðäèíàëîâ.

3.9. (êîììóòàòèâíîñòü) τ + ξ = ξ + τ.

3.10. (îáîáùåííàß êîììóòàòèâíîñòü) Åñëè ôóíêöèß f : A → A ßâëßåòñß ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà A, ò. å. áèåêöèåé èç A â A, òî ∑ i∈A τ_i = ∑ i∈A ξ_i, ãäå ξ_i = τ_{f(i)},

ò. å. ñóììà êàðäèíàëîâ íå çàâèñèò îò ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ.

3.11. (íåéòðàëüíûé ýëåìåíò) τ + 0 = τ.

3.12. (ìîíîòîííîñòü) Åñëè A ⊆ B è äëß i ∈ A èìååì τ_i ⩽ ξ_i, òî ∑ i∈A τ_i ⩽ ∑ i∈B ξ_i.

3.13. (àññîöèàòèâíîñòü) τ + (ξ + χ) = (τ + ξ) + χ.

3Áîëüøèíñòâî ñâîéñòâ ñëîæåíèß, óìíîæåíèß è âîçâåäåíèß â ñòåïåíü êàðäèíàëîâ ïðèâåäåíû çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâ ââèäó íå îñîáîé èõ ñëîæíîñòè. Ýòè äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [9, 14].

3.14. (îáîáùåííàß àññîöèàòèâíîñòü) Åñëè A = ⋃ j∈λ B_j è äëß j ≠ j^′

èìååì B_j ∩ B_j′ = ∅, òî ∑ i∈A τ_i = ∑ j∈λ ∑ i∈B_j τ_i . Èç òåîðåìû î ñóììå 3.23 íåòðóäíî ïîëóœèòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñëîæåíèß êàðäèíàëîâ.

3.15. τ + ξ = max{τ, ξ}, åñëè õîòß áû îäèí èç êàðäèíàëîâ τ èëè ξ áåñêîíåœåí.

3.16. Åñëè τ_i ⩽ τ äëß ëþáîãî i ∈ A è ||A|| ⩽ τ, òî ∑ i∈A τ_i ⩽ τ. 3.17. Åñëè ìíîæåñòâî êàðäèíàëîâ {τ_i}_{i∈A} èìååò ìàêñèìóì èëè τ_i ⩽ ||A|| äëß ëþáîãî i ∈ A è, êðîìå òîãî, õîòß áû îäèí èç êàðäèíàëîâ sup_i τ_i èëè ||A|| áåñêîíåœåí, òî ∑ i∈A τ_i = max{sup_i τ_i, ||A||}. Óìíîæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ïðîèçâåäåíèåì êàðäèíàëîâ τ_i ïî ìíîæåñòâó A ïðè A ≠ ∅ íàçûâàåòñß ìîùíîñòü ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß êàðäèíàëîâ τ_i ïî ìíîæåñòâó A: ∏ i∈A τ_i := ‖ ‖ ‖ ‖ { f | | | (f : A → ⋃ i∈A τ_i) ∧ (∀i ∈ A : f(i) ∈ τ_i) }‖ ‖ ‖ ‖ . Äëß A = ∅ ïîëàãàåì ∏ i∈A τ_i = 1.

Äîîïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèß â ñëóœàå ïóñòîãî ìíîæåñòâà A (êàê è ñóììû) ïðîèçâîäèòñß ëèøü äëß åäèíîîáðàçèß çàïèñè ôîðìóë àðèôìåòèœåñêèõ ðàâåíñòâ ñ êàðäèíàëàìè.

Ïðîèçâåäåíèå êàðäèíàëîâ, êàê è ñóììà, îòëèœàåòñß îò ïðîèçâåäåíèß îðäèíàëîâ êàê îïðåäåëåíèåì, òàê è ñâîéñòâàìè. Äëß îáîçíàœåíèß êîíåœíûõ ïðîèçâåäåíèé ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáûœíûå ìàòåìàòèœåñêè ñèìâîëû òàêèå, êàê^n ∏ i=1 τ_i èëè τξ . . . χ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèß.

3.18. (êîììóòàòèâíîñòü) τξ = ξτ.

3.19. (îáîáùåííàß êîììóòàòèâíîñòü) Åñëè ôóíêöèß f : A → A ßâëßåòñß ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà A, òî ∏ i∈A τ_i = ∏ i∈A ξ_i, ξ_i = τ_{f(i)}, ò. å. ïðîèçâåäåíèå êàðäèíàëîâ íå çàâèñèò îò ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé.

3.20. (íåéòðàëüíûé ýëåìåíò) τ · 1 = τ.

3.21. (óìíîæåíèå íà íîëü) τ · 0 = 0 è, áîëåå îáùî, åñëè ïðè íåêîòîðîì i ∈ A èìååì τ_i = 0, òî ∏ i∈A τ_i = 0.

3.22. (ìîíîòîííîñòü) Åñëè A ⊆ B, äëß êàæäîãî i ∈ A èìååì τ_i ⩽ ξ_i è äëß i ∈ B \ A èìååì ξ_i > 0, òî ∏ i∈A τ_i ⩽ ∏ i∈B ξ_i. 3.23. (àññîöèàòèâíîñòü) τ(ξχ) = (τξ)χ. 3.24. (îáîáùåííàß àññîöèàòèâíîñòü) Åñëè A = ⋃ j∈λ B_j è äëß j ≠ j^′ èìååì B_j ∩ B_j′ = ∅, òî ∏ i∈A τ_i = ∏ j∈λ ∏ i∈B_j τ_i . Èç òåîðåìû î êâàäðàòå 3.19 íåñëîæíî ïîëóœèòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

3.25. τξ . . . χ = max{τ, ξ, . . . , χ} äëß ëþáîãî êîíåœíîãî íàáîðà êàðäèíàëîâ, åñëè õîòß áû îäèí èç íèõ áåñêîíåœåí è âñå îíè áîëüøå 0. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îòðàæàþò ñâßçü ñëîæåíèß è óìíîæåíèß êàðäèíàëîâ.

3.26. Åñëè äëß ëþáîãî i ∈ A τ_i = τ, òî ∑ i∈A τ_i = τ · ||A||. 3.27. (äèñòðèáóòèâíîñòü) (τ + ξ)χ = τχ + ξχ. 3.28. (îáîáùåííàß äèñòðèáóòèâíîñòü) ( ∑ i∈A τ_i ) ξ = ∑ i∈A (τ_iξ). 3.29. (òåîðåìà Þ. Êåíèãà) Åñëè äëß i ∈ A èìååì τ_i < ξ_i, òî ∑ i∈A τ_i < ∏ i∈A ξ_i. Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèßìè ñóììû è ïðîèçâåäåíèß êàðäèíàëîâ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà S = ⋃ i∈A {i} × τ_i, P = { f | | | (f : A → ⋃ i∈A ξ_i) ∧ (∀i ∈ A : f(i) ∈ ξ_i) } . 6 Í. È. Êàçèìèðîâ

Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, œòî íå âåðíî ||S|| ⩾ ||P ||.

Äëß íàœàëà îïðåäåëèì ïðîåêòîð π_i : P → ξ_i, ïîëàãàß π_i(f) = f(i) äëß êàæäîãî f ∈ P . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ t : S → P . Åå ñóæåíèå t|_{{i}×τi} åñòü ôóíêöèß èç {i} × τ_i â P , à ñóïåðïîçèöèß g_i = = π_i ∘ t|_{{i}×τi} ßâëßåòñß ôóíêöèåé èç {i} × τ_i â ξ_i. Ïîñêîëüêó τ_i < ξ_i, òî ôóíêöèß g_i íå ìîæåò áûòü ñþðúåêöèåé, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò x_i ∈ ξ_i òàêîé, œòî äëß ëþáîãî z ∈ τ_i íå âåðíî, œòî g_i(i, z) = x_i.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f ∈ P òàêóþ, œòî äëß ëþáîãî i ∈ A f(i) = x_i. SSñíî, œòî ïðè ëþáûõ (i, z) ∈ S íå âåðíî, œòî t(i, z) = f, ò. ê. èíàœå ïîëóœèëîñü áû, œòî g_i(i, z) = x_i â ïðîòèâîðåœèè ñ âûáîðîì x_i.

Èòàê, ëþáàß ôóíêöèß t : S → P íå ìîæåò áûòü ñþðúåêöèåé, ïî- ýòîìó íå âåðíî, œòî ||S|| ⩾ ||P ||. Òîãäà ||S|| < ||P ||. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Ñòåïåíüþ λ êàðäèíàëà τ íàçûâàåòñß ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ôóíêöèé èç λ â τ, åñëè êàðäèíàëû λ è τ îòëèœíû îò íóëß, îáîçíàœàåìàß τ^λ. Äëß îñòàëüíûõ ñëóœàåâ ïîëàãàåì: τ^0 = 1, åñëè τ > 0, è 0^λ = 0 ïðè ëþáîì λ (â œàñòíîñòè 0^0 = 0).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñòåïåíè. 3.30. Åñëè äëß ëþáîãî i ∈ A τ_i = τ, òî ∏ i∈A τ_i = τ^{||A||} ïðè A ≠ ∅. 3.31. τ^{λ+μ} = τ^λ · τ^μ. 3.32. (τξ)^λ = τ^λ · ξ^λ. 3.33. (τ^λ)^μ = τ^{λμ}.

3.34. Åñëè τ ⩽ ξ è λ ⩽ μ, òî τ^λ ⩽ ξ^μ. 3.35. || Exp(X)|| = 2^{||X||}.

Ýòî ñâîéñòâî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, œòî ââåäåííîå íàìè ðàíåå îáîçíàœåíèå 2^τ òåïåðü ïðèîáðåëî àðèôìåòèœåñêèé ñìûñë. 3.36. Ïî òåîðåìå Êàíòîðà τ < 2^τ .

3.37. Ïî òåîðåìå î êâàäðàòå τ^n = τ äëß áåñêîíåœíîãî τ. 3.38. Åñëè 2 ⩽ τ ⩽ λ è ω ⩽ λ, òî τ^λ = 2^λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 2^λ ⩽ τ^λ ⩽ λ^λ ⩽ (2^λ)^λ = 2^{λ·λ} = 2^λ.

Òåïåðü ìû âñïîìíèì ïðî îòîáðàæåíèå ℵ, ¿íóìåðóþùåå£ îðäèíàëàìè êàðäèíàëû â ïîðßäêå âîçðàñòàíèß, è ïðèâåäåì ñëåäóþùèå ðåêóðñèâíûå ôîðìóëû.

∘Òåîðåìà 3.25. (ðåêóðñèâíàß ôîðìóëà Õàóñäîðôà) Äëß ëþáûõ îðäèíàëîâ α, β è íàòóðàëüíîãî œèñëà n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî: ℵ^{ℵβ}_{α+n} = ℵ^{ℵβ}_α · ℵ_{α+n}, ãäå ñóììó α + n ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ñóììó îðäèíàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóåò ïîíßòèå êîíôèíàëüíîãî õàðàêòåðà êàðäèíàëà (ñì. ñëåäóþùèé ïàðàãðàô) è äîñòàòîœíî ñëîæíî, ïîýòîìó ìû íå ïðèâîäèì åãî çäåñü.^4

Êàê ñëåäñòâèå èç ýòîé òåîðåìû (ïðè α = 0) íåòðóäíî äîêàçàòü ðåêóðñèâíóþ ôîðìóëó Áåðíøòåéíà: ℵ^{ℵβ}_n = 2^{ℵβ} · ℵ_n. § 3.5 Òèïû êàðäèíàëîâ.

Âûñøèå àêñèîìû áåñêîíåœíîñòè

Ðàíåå ìû óæå èìåëè äåëî ñ äâóìß ðàçíîâèäíîñòßìè (èëè òèïàìè) êàðäèíàëîâ — ñ èçîëèðîâàííûì êàðäèíàëîì è ïðåäåëüíûì. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî òèïîâ êàðäèíàëîâ.

Ïóñòü τ — áåñêîíåœíûé êàðäèíàë. Îœåâèäíî, œòî τ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ∑ i∈λ τ_i, ãäå êàðäèíàëû τ_i è λ íå ïðåâîñõîäßò τ.

Ïðè λ = τ ìîæíî äàæå ïîëîæèòü τ_i = 1 < τ, à åñëè ïðè íåêîòîðîì i τ_i = τ, òî ìîæíî ïîëîæèòü λ = 1 < τ. Áîëåå èíòåðåñíûé ñëóœàé âîçíèêàåò, êîãäà ìû õîòèì ïîòðåáîâàòü óñëîâèå τ_i < τ äëß ëþáîãî i ∈ λ è λ < τ. Îïðåäåëåíèå 3.9. Êîíôèíàëüíûì õàðàêòåðîì êàðäèíàëà τ íàçûâàåòñß íàèìåíüøèé èç êàðäèíàëîâ λ òàêèõ, œòî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî êàðäèíàëîâ {τ_i}_{i∈λ}, τ_i < τ, óäîâëåòâîðßþùåå ðàâåíñòâó τ = ∑ i∈λ τ_i.

Êîíôèíàëüíûé õàðàêòåð êàðäèíàëà τ îáîçíàœàåòñß cf(τ). Êàðäèíàë τ íàçûâàåòñß ðåãóëßðíûì, åñëè cf(τ) = τ, â ïðîòèâíîì ñëóœàå (cf(τ) < τ) êàðäèíàë τ íàçûâàåòñß ñèíãóëßðíûì.

Èòàê, ìû ðàçäåëèëè êëàññ Card_ω áåñêîíåœíûõ êàðäèíàëîâ íà äâà ïîäêëàññà — ðåãóëßðíûõ è ñèíãóëßðíûõ êàðäèíàëîâ. Íàïðèìåð, êàðäèíàë ω ðåãóëßðåí, à êàðäèíàë ℵ_ω ñèíãóëßðåí.

∘Òåîðåìà 3.26. Åñëè τ ⩾ ω, òî τ + — ðåãóëßðíûé.

4Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [9].

6^∗

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, œòî τ^+ ñèíãóëßðåí. Òîãäà τ^+ = ∑ i∈λ τ_i,

ãäå τ_i < τ^+ è λ < τ^+, λ = cf(τ^+). Òîãäà τ_i ⩽ τ, λ ⩽ τ, îòêóäà ∑ i∈λ τ_i ⩽ τ^2 =

= τ. Ïðîòèâîðåœèå.

Åñëè ìû ïðèíèìàåì àêñèîìó âûáîðà, òî áëàãîäàðß ýòîé òåîðåìå íåòðóäíî ïîêàçàòü, œòî êëàññ ðåãóëßðíûõ êàðäèíàëîâ íåîãðàíèœåí â êëàññå Card, ò. å. ßâëßåòñß ñîáñòâåííî êëàññîì. Äåéñòâèòåëüíî, äëß êàæäîãî ðåãóëßðíîãî êàðäèíàëà τ êàðäèíàë τ^+ òàêæå ðåãóëßðåí. Ïîêàæåì, œòî è êëàññ ñèíãóëßðíûõ êàðäèíàëîâ ßâëßåòñß ñîáñòâåííî êëàññîì. Äëß ïðîèçâîëüíîãî êàðäèíàëà ℵ_α ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàðäèíàëîâ ℵ_{α+n} è êàðäèíàë ℵ_{α+ω}. Ýòîò êàðäèíàë åñòü ñóììà âñåõ êàðäèíàëîâ ℵ_{α+n}, à ïîòîìó cf(ℵ_{α+ω}) = ω, ò. å. êàðäèíàë ℵ_{α+ω} ñèíãóëßðíûé. Ýòî îçíàœàåò, œòî è êëàññ ñèíãóëßðíûõ êàðäèíàëîâ íåîãðàíèœåí â êëàññå Card, è ïîòîìó ßâëßåòñß ñîáñòâåííî êëàññîì.

Èç ëþáîãî êàðäèíàëà (è â œàñòíîñòè ñèíãóëßðíîãî) ìîæíî äîâîëüíî ïðîñòî ïîëóœèòü ðåãóëßðíûé êàðäèíàë.

∘Òåîðåìà 3.27. Êàðäèíàë cf(τ) ðåãóëßðåí ïðè ëþáîì τ ⩾ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îœåâèäíî, œòî cf(τ) ⩾ ω, òàê œòî ìû ìîæåì ãîâîðèòü î åãî ðåãóëßðíîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, œòî cf(τ) ñèíãóëßðíûé. Ââåäåì îáîçíàœåíèß: λ = = cf(τ), μ = cf(λ). μ < λ ⩽ τ ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Òîãäà τ = ∑ i∈λ τ_i, λ = ∑ j∈μ λ_j, τ_i < τ, λ_j < λ. Èñïîëüçóß çàêîí îáîáùåííîé àññîöèàòèâíîñòè íåòðóäíî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî τ = ∑ j∈μ ∑ k∈λ_j τ_{i(j,k)}, ãäå i(j, k) îñóùåñòâëßåò âçàèìíî îäíîçíàœíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì ⋃ j∈μ {j} × λ_j è êàðäèíàëîì λ ïî îïðåäåëåíèþ ñóììû êàðäèíàëîâ.

Ðàññìîòðèì îäíî ïðîèçâîëüíîå ñëàãàåìîå ξ_j = ∑ k∈λ_j τ_{i(j,k)}. Îœåâèäíî,

œòî ξ_j ⩽ τ, ò. ê. τ_{i(j,k)} < τ è λ ⩽ τ. Åñëè äîïóñòèòü ξ_j = τ, òî ìû ïîëóœèì ïðåäñòàâëåíèå êàðäèíàëà τ œåðåç ìåíüøåå, œåì λ = cf(τ), œèñëî ñëàãàåìûõ, œòî íåâîçìîæíî ïî îïðåäåëåíèþ cf(τ). Ïîýòîìó ξ_j < τ.

Íî òîãäà èìååì τ = ∑ j∈μ ξ_j, ò. å. âíîâü êàðäèíàë τ ïðåäñòàâëåí â

âèäå ñóììû ñ ìåíüøèì, œåì λ = cf(τ), œèñëîì ñëàãàåìûõ, èáî ìû ïðåäïîëîæèëè, œòî μ < λ. Ïðîòèâîðåœèå.

Èòàê, cf(cf(τ)) = cf(τ), ò. å. êîíôèíàëüíûé õàðàêòåð ðåãóëßðåí.

∘Òåîðåìà 3.28. Äëß ëþáîãî τ ∈ Card_ω èìååì τ < cf(2^τ ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ = cf(2^τ ), 2^τ = ∑ i∈λ τ_i, ãäå τ_i < 2^τ ïðè ëþáîì

i ∈ λ. Ïðåäïîëîæèì, œòî λ ⩽ τ.

Âîñïîëüçóåìñß òåïåðü òåîðåìîé Êåíèãà, èç êîòîðîé ñëåäóåò, œòî

2^τ = ∑ i∈λ τ_i < (2^τ )^λ = 2^{τ ·λ} = 2^τ ,

œòî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó τ < λ, ò. å. τ < cf(2^τ ).

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò, œòî ω < cf(c), â œàñòíîñòè ìíîæåñòâî R âåùåñòâåííûõ œèñåë íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñœåòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ìîùíîñòè ìåíüøå c.

Åñëè ìû ïðèíèìàåì êîíòèíóóì-ãèïîòåçó, òî cf(c) = c, ò. å. c ñóòü ðåãóëßðíûé êàðäèíàë. Åñëè ìû ïðèíèìàåì îáîáùåííóþ êîíòèíóóìãèïîòåçó, òî êàæäûé êàðäèíàë 2^τ ðåãóëßðåí.

Çàìåòèì, œòî êîíôèíàëüíûé õàðàêòåð êàðäèíàëà ìû îïðåäåëßåì œåðåç ñóììó êàðäèíàëîâ ìåíüøåé ìîùíîñòè. Ýòî îçíàœàåò, œòî èç ñóùåñòâîâàíèß êàðäèíàëà τ ìû ìîæåì äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå åãî êîíôèíàëüíîãî õàðàêòåðà, áîëåå òîãî, âñå îïåðàöèè ñëîæåíèß êàðäèíàëîâ, íå ïðåâîñõîäßùèõ τ, âïîëíå îïðåäåëèìû áåç àêñèîìû âûáîðà ëèøü ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèß êàðäèíàëà τ. Ïîýòîìó íàøå îïðåäåëåíèå ðåãóëßðíîñòè è ñèíãóëßðíîñòè êàðäèíàëà äîïóñòèìî ôîðìóëèðîâàòü â ZF.

Èçâåñòíî [8], œòî àêñèîìàòèêå ZF íå ïðîòèâîðåœàò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß:

à) c — èçîëèðîâàííûé êàðäèíàë; á) c — ñèíãóëßðíûé êàðäèíàë;

â) c — ïðåäåëüíûé ðåãóëßðíûé êàðäèíàë. Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî òèïîâ êàðäèíàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.10. Êàðäèíàë τ > ω íàçûâàåòñß ñëàáî íåäîñòèæèìûì, åñëè îí ïðåäåëüíûé è ðåãóëßðíûé.

Áåñêîíåœíûé êàðäèíàë τ íàçûâàåòñß äîìèíàíòíûì (èëè ñèëüíî ïðåäåëüíûì), åñëè äëß êàæäîãî êàðäèíàëà ξ < τ èìååì 2^ξ < τ.

Äîìèíàíòíûé ðåãóëßðíûé íåñœåòíûé êàðäèíàë íàçûâàåòñß ñèëüíî (èëè ñòðîãî) íåäîñòèæèìûì.

Âñå ñèëüíî íåäîñòèæèìûå êàðäèíàëû îáðàçóþò ïîäêëàññ êëàññà îðäèíàëîâ, à ïîòîìó ìîãóò áûòü ¿çàíóìåðîâàíû£ îðäèíàëàìè â ïîðßäêå âîçðàñòàíèß â ñèëó òåîðåìû 3.11. Ýòè êàðäèíàëû ïðèíßòî îáîçíàœàòü In_α, ãäå α — îðäèíàë. Ïîñêîëüêó äî ñèõ ïîð íå óäàëîñü äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü ñóùåñòâîâàíèå ñòðîãî íåäîñòèæèìûõ êàðäèíàëîâ, òî óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè In_0 íàçûâàþò àêñèîìîé è îáîçíàœàþò SI (îò Strong Inaccessibility). Êàðäèíàë In_0 ìû áóäåì íàçûâàòü äàëåå ïåðâûì ñòðîãî íåäîñòèæèìûì êàðäèíàëîì.

Íàñêîëüêî áåçîïàñíà SI â ñìûñëå íåïðîòèâîðåœèâîñòè òåîðèè, ïîëóœåííîé ïðèñîåäèíåíèåì ýòîé àêñèîìû ê ZF èëè ZFC, íå èçâåñòíî, îäíàêî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàß

Òåîðåìà 3.29. Íåâîçìîæíî äîêàçàòü, œòî àêñèîìó SI íåâîçìîæíî îïðîâåðãíóòü (â ñèìâîëàõ: Con(ZF)↛ Con(ZF+SI)).

Íî äàæå åñëè ïðèíßòü àêñèîìó ñóùåñòâîâàíèß ïåðâîãî ñòðîãî íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà, òî ýòîãî îêàçûâàåòñß íåäîñòàòîœíî äëß äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèß äðóãèõ ñòðîãî íåäîñòèæèìûõ êàðäèíàëüíûõ œèñåë. Ïîýòîìó äëß êàæäîãî îðäèíàëà α ìîæíî ââåñòè ñâîþ àêñèîìó SI_α î ñóùåñòâîâàíèè α-ãî ñòðîãî íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëüíîãî œèñëà.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí òèï êàðäèíàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.11. Êàðäèíàë τ íàçûâàåòñß èçìåðèìûì (ïî Ó́ëàìó), åñëè íà íåì ìîæíî îïðåäåëèòü ìåðó Óëàìà, ò. å. òàêóþ ôóíêöèþ m : Exp(τ) → 2, œòî

1) m(τ) = 1;

2) äëß ëþáîãî α < τ èìååì m({α}) = 0;

3) åñëè X = {X_n}^∞_{n=0} — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñß ïîäìíîæåñòâ êàðäèíàëà τ, òî

m(∪X) = ∞∑ n=0 m(X_n).

Íà ñåãîäíßøíèé äåíü íå èçâåñòíî, ïðîòèâîðåœèò ëè óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè èçìåðèìîãî êàðäèíàëà àêñèîìàì ZF. Î âåëèœèíå ïåðâîãî èçìåðèìîãî êàðäèíàëà, åñëè òàêîâîé ñóùåñòâóåò, ìîæíî ñóäèòü ïî ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó Òàðñêîãî.

Òåîðåìà 3.30. Ïåðâîå èçìåðèìîå êàðäèíàëüíîå œèñëî áîëüøå ïåðâîãî ñòðîãî íåäîñòèæèìîãî.

Ñóùåñòâóåò åùå íåñêîëüêî òèïîâ êàðäèíàëîâ.^5 Îáî âñåõ ýòèõ êàðäèíàëàõ èçâåñòíî òîëüêî, œòî îíè íàìíîãî áîëüøå âñåõ òåõ êàðäèíàëîâ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ìîæíî äîêàçàòü â ZF.

Àêñèîìû î ñóùåñòâîâàíèè êàðäèíàëîâ òàêèõ ñïåöèôèœåñêèõ òèïîâ, êàê ñòðîãî íåäîñòèæèìûå èëè èçìåðèìûå, âîçíèêøèå â ðåçóëüòàòå íåóäàœíûõ ïîïûòîê äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êàðäèíàëîâ, íàçûâàþòñß âûñøèìè àêñèîìàìè áåñêîíåœíîñòè, ò. ê. ïîñòóëèðóþò ñóùåñòâîâàíèå îœåíü áîëüøèõ êàðäèíàëîâ.

§ 3.6 Óíèâåðñàëüíûå ìíîæåñòâà.

Ìåòîä ìîäåëåé

Ïîäîáíî òîìó, êàê ðàíüøå, â ãëàâå 2 ìû ââåëè êëàññ ñïåöèàëüíûõ ìíîæåñòâ — îðäèíàëîâ, çàìåòíî îáëåãœèâøèõ ïîíèìàíèå ñàìîé òåîðèè ìíîæåñòâ, êàê ïîçæå ìû ââîäèëè êëàññ êàðäèíàëüíûõ œèñåë (â òåêóùåé ãëàâå), òàê òåïåðü ìû ââåäåì íîâûé êëàññ ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ íå ìåíåå èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè êàê ñ òîœêè çðåíèß òåîðèè ìíîæåñòâ, òàê è ñ ïîçèöèè ìàòåìàòèœåñêîé ëîãèêè.

Íàïîìíèì îáîçíàœåíèå èç § 1.7: œåðåç V ìû îáîçíàœàåì êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 3.31. Ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî îòîáðàæåíèå G èç Ord â V, óäîâëåòâîðßþùåå ñâîéñòâàì:

1) G(0) = ∅;

2) G(α) = Exp(G(β)), ãäå α = S(β);

3) G(α) = ⋃ β<α G(β), åñëè α — ïðåäåëüíûé îðäèíàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå F : Exp(V) → V ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: F(∅) = ∅ è äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà A ≠ ∅

F(A) = ∪A, åñëè ∪ A /∈ A, Exp(∪A), åñëè ∪ A ∈ A. Ïî òåîðåìå î ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèßõ ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå G èç Ord â V òàêîå, œòî ïðè ëþáîì α ∈ Ord

G(α) = F(Gα), ãäå Gα = {G(β)| β < α}.

5Ñì., íàïðèìåð, [8].

Äîêàæåì òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé, œòî äëß ìíîæåñòâ G(α) âûïîëíßþòñß óñëîâèß òåîðåìû 1)–3). Äåéñòâèòåëüíî, G(0) = F(∅) = ∅, òàê œòî ïðè α = 0 ìíîæåñòâî G(α) óäîâëåòâîðßåò 1)–3).

Ïðåäïîëîæèì, œòî óñëîâèß 1)–3) âûïîëíåíû äëß ëþáîãî α < Δ. Òåïåðü íàì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, œòî G(Δ) òàêæå ïîäœèíßåòñß ýòèì óñëîâèßì. Â ðàìêàõ íàøåãî ïðåäïîëîæåíèß äîêàæåì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà G(α):

I. äëß ëþáûõ ìíîæåñòâ x, y è ëþáîãî α < Δ èç x ∈ y ∈ G(α) ñëåäóåò x ∈ G(α); II. äëß ëþáûõ β < α < Δ èìååì G(β) ⊆ G(α).

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî ñâîéñòâà ïðîâåäåì òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî α < Δ. Îœåâèäíî, œòî äëß α = 0 ýòî ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî. Ïðåäïîëîæèì, œòî îíî ñïðàâåäëèâî äëß ëþáîãî β < α.

Ïóñòü x ∈ y ∈ G(α). Âîçìîæíû äâà ñëóœàß:

à) α = S(β), îòêóäà â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèß G(α) = Exp(G(β)). Òîãäà y ⊆ G(β), îòêóäà x ∈ G(β). Äëß ëþáîãî z ∈ x ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì z ∈ G(β), îòêóäà ñëåäóåò x ⊆ G(β), ò.å. x ∈ G(α).

á) α — ïðåäåëüíûé. Òîãäà G(α) = ⋃ β<α G(β), îòêóäà ñóùåñòâóåò β

òàêîå, œòî y ∈ G(β). Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèß èíäóêöèè ïîëóœèì x ∈ G(β), îòêóäà x ∈ G(α).

Èòàê, ñâîéñòâî I äîêàçàíî. Òåïåðü ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà II. Äîêàçàòåëüñòâî òàêæå ïðîâåäåì òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî íåíóëåâûì α < Δ. Îœåâèäíî, œòî ïðè α = 1 óòâåðæäåíèå èñòèííî, ò.ê. G(0) = ∅ ⊆ G(1). Ïóñòü îíî èñòèííî äëß âñåõ α < α_0. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:

à) α_0 = S(α). Òîãäà G(α_0) = Exp(G(α)), ò.å. G(α) ∈ G(α_0), îòêóäà â ñèëó ñâîéñòâà I G(α) ⊆ G(α_0). À ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè G(β) ⊆ G(α) ïðè ëþáîì β < α. Òîãäà è ïðè ëþáîì β < α_0 ïîëóœèì G(β) ⊆ G(α_0).

á) α_0 — ïðåäåëüíûé. Òîãäà G(α_0) = ⋃ β<α_0 G(β), îòêóäà îœåâèäíî

G(β) ⊆ G(α_0) ïðè ëþáîì β < α_0.

Èòàê, ñâîéñòâî II äîêàçàíî. Âåðíåìñß ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâ 1)–3) äëß îðäèíàëà Δ. Çäåñü ñíîâà ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà:

à) Δ = S(δ). Â ñèëó äîêàçàííîãî ñâîéñòâà II ëåãêî ïîêàçàòü, œòî ⋃ γ<Δ G(γ) = G(δ),

îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèß F èìååì G(Δ) = Exp(G(δ)).

á) Δ — ïðåäåëüíûé. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, œòî ⋃ γ<Δ G(γ) ∈ GΔ, òî ñó-

ùåñòâóåò γ_0 òàêîé, œòî ⋃ γ<Δ G(γ) = G(γ_0). Òàê êàê Δ ñóòü ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî S(γ_0) < Δ. Â òî æå âðåìß G(S(γ_0)) = Exp(G(γ_0)) ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îòêóäà çàêëþœàåì, œòî Exp(G(γ_0)) ⊆ G(γ_0), œòî íåâîçìîæíî. Èòàê, ⋃ γ<Δ G(γ) /∈ GΔ, ïîýòîìó G(Δ) = F(GΔ) = ⋃ γ<Δ G(γ).

Èòàê, äëß α = Δ óñëîâèß 1)–3) òàêæå ñïðàâåäëèâû. Ñëåäîâàòåëüíî, G(α) è åñòü èñêîìîå îòîáðàæåíèå.

Äîêàæåì åãî åäèíñòâåííîñòü. Äîïóñòèì, œòî îòîáðàæåíèå H(α) òàêæå óäîâëåòâîðßåò 1)–3). Íàéäåì íàèìåíüøèé èç îðäèíàëîâ, äëß êîòîðûõ G(α) ≠ H(α) è îáîçíàœèì åãî Δ. SSñíî, œòî Δ > 0, ò.ê. G(0) = = ∅ = H(0). Åñëè Δ = S(δ), òî

G(Δ) = Exp(G(δ)) = Exp(H(δ)) = H(Δ).

Ïðîòèâîðåœèå. Åñëè Δ — ïðåäåëüíûé, òî

G(Δ) = ⋃ γ<Δ G(γ) = ⋃ γ<Δ H(γ) = H(Δ).

Ïðîòèâîðåœèå. Èòàê, îòîáðàæåíèå G(α) åäèíñòâåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 3.12. Â äàëüíåéøåì óñëîâèìñß âìåñòî G(α) ïèñàòü V_α. Âñßêîå ìíîæåñòâî V_α ìû áóäåì íàçûâàòü α-ûì óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èëè, êîðîœå, α-ûì óíèâåðñóìîì èëè óíèâåðñóìîì, à êëàññ

U = {V_α| α ∈ Ord}

âñåõ óíèâåðñóìîâ áóäåì íàçûâàòü óíèâåðñàëüíûì êëàññîì.

Ñëåäñòâèå 3.32. Èç ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ëåãêî âèäåòü, œòî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå G(α) ñòðîãî ìîíîòîííî, ò. å. äëß ëþáûõ α < β èìååì G(α) ⊂ G(β) èëè, â ñèëó íàøèõ îáîçíàœåíèé, V_α ⊂ V_β.

Ñëåäñòâèå 3.33. Åñëè x ∈ V_α, òî x ⊆ V_α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ V_α. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèß x ∈ V_{S(α)} = Exp(V_α). Òîãäà x ⊆ V_α.

Ñëåäóþùàß òåîðåìà âûðàæàåò îäíî èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ óíèâåðñóìîâ è îäíîâðåìåííî ïîêàçûâàåò, œòî êëàññ U íå ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà 3.34. Äëß êàæäîãî ìíîæåñòâà X íàéäåòñß òàêîé îðäèíàë α, œòî X ⊆ V_α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, œòî ýòî íå òàê, ò. å. ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X, íå ñîäåðæàùååñß íè â îäíîì óíèâåðñóìå. Îœåâèäíî, X ≠ = ∅. Ïîëüçóßñü òåîðåìîé î ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèßõ, ìîæíî çàäàòü ôóíêöèþ f : ω → V, óäîâëåòâîðßþùóþ ðàâåíñòâàì: f(0) = X, f(n + 1) = ∪f(n), n ∈ ω. Îáîçíàœèì äàëåå œåðåç T (X) îáúåäèíåíèå îáëàñòè çíàœåíèé ôóíêöèè f. Ïîíßòíî, œòî T (X) åñòü ìíîæåñòâî (ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàþò òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà X). Ïîñêîëüêó èç òîãî, œòî Y ∈ f(n), ñëåäóåò Y ⊆ f(n + 1), òî äëß âñßêîãî ìíîæåñòâà Y ∈ T (X) èìååì Y ⊆ T (X), ò. å. ìíîæåñòâî T (X) òðàíçèòèâíî (ñì. îïðåäåëåíèå 1.9). Êðîìå òîãî, îœåâèäíî, X ⊆ T (X), îòêóäà â œàñòíîñòè ñëåäóåò, œòî ìíîæåñòâî T (X) íå ïóñòî. Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî M = {Y ∈ T (X) ∪ {X}| ∀α ∈ Ord : Y ⊈ V_α}. Ïîíßòíî, œòî X ∈ M, ïîýòîìó M íå ïóñòî. Òîãäà ïî àêñèîìå ðåãóëßðíîñòè ñóùåñòâóåò Z ∈ M òàêîå, œòî Z ∩M = ∅. Èç òðàíçèòèâíîñòè T (X) ñëåäóåò, œòî Z ⊆ T (X). Îœåâèäíî, Z ≠ ∅, èáî äëß ïóñòîãî ìíîæåñòâà èìååì ∅ ⊆ V_0, à ïîòîìó ∅ /∈ M. Íåòðóäíî âèäåòü, œòî äëß êàæäîãî z ∈ Z ñóùåñòâóåò îðäèíàë α òàêîé, œòî z ∈ V_α.^6 Íà ìíîæåñòâå Z çàäàäèì ôóíêöèþ r(z), ñòàâßùóþ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó z ∈ Z íàèìåíüøèé èç òàêèõ îðäèíàëîâ α, œòî z ∈ V_α. Òåïåðü œåðåç β îáîçíàœèì sup_{z∈Z} r(z). Ïîêàæåì, œòî Z ⊆ V_β. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü z ∈ Z. Òîãäà r(z) ⩽ β, îòêóäà â ñèëó ìîíîòîííîñòè óíèâåðñóìîâ ïî âëîæåíèþ (ñëåäñòâèå 3.32) ïîëóœèì V_{r(z)} ⊆ V_β. Íî òîãäà z ∈ V_β. Òàêèì îáðàçîì, Z ⊆ V_β, œòî ïðîòèâîðåœèò òîìó, œòî Z ∈ M. Â ñèëó òåîðåìû 3.34 êîððåêòíî ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 3.13. Ðàíãîì ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñß íàèìåíüøèé îðäèíàë α òàêîé, œòî X ⊆ V_α. Ðàíã ìíîæåñòâà X îáîçíàœèì rank(X).

6Äåéñòâèòåëüíî, z ∈ Z, ïîýòîìó z ∈ T (X), íî òåì íå ìåíåå z /∈ M, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò α òàêîé, œòî z ⊆ V_α, òîãäà z ∈ V_{S(α)}.

Â œàñòíîñòè ∅ åñòü ìíîæåñòâî 0-ãî ðàíãà, íàòóðàëüíîå ïîðßäêîâîå œèñëî n åñòü ìíîæåñòâî n-ãî ðàíãà, îðäèíàë ω åñòü ìíîæåñòâî ðàíãà ω. Âîîáùå, äëß ëþáîãî îðäèíàëà α åãî ðàíãîì áóäåò îí ñàì.^7

Òåîðåìà 3.35. Åñëè τ — ñòðîãî íåäîñòèæèìûé êàðäèíàë, òî äëß ëþáîãî α < τ èìååì ||V_α|| < τ, åñëè òîëüêî óêàçàííàß ìîùíîñòü ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, œòî ýòî íå òàê, è œåðåç α îáîçíàœèì íàèìåíüøèé îðäèíàë òàêîé, œòî ||V_α|| ⩾ τ, α < τ. Îœåâèäíî, œòî α > 0, ïîýòîìó α ëèáî ïîñëåäóþùèé, ëèáî ïðåäåëüíûé. Çàìåòèì òàêæå, œòî èç ñóùåñòâîâàíèß ìîùíîñòè V_α ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ìîùíîñòåé âñåõ óíèâåðñóìîâ V_β, β < α, ïîñêîëüêó V_β ⊆ V_α.

1) Ïóñòü α = S(β). Íî òîãäà V_α = Exp(V_β), îòêóäà íåòðóäíî ïîëóœèòü, œòî ||V_α|| = 2^ξ, ãäå ξ = ||V_β||. Â ñèëó âûáîðà îðäèíàëà α ìîùíîñòü β-ãî óíèâåðñóìà ìåíüøå τ, ò. å. ξ < τ. Íî òîãäà èç äîìèíàíòíîñòè τ ñëåäóåò 2^ξ < τ â ïðîòèâîðåœèè ñ òåì, œòî ||V_α|| ⩾ τ.

2) Ïóñòü òåïåðü α ïðåäåëüíûé. Òîãäà V_α = ⋃ β<α V_β. Ïîñêîëüêó

||V_α|| ⩾ τ, òî ñóùåñòâóåò èíúåêöèß f : τ → V_α. Îáîçíàœèì X_β = = {γ ∈ τ| f(γ) ∈ V_β}, β < α, — ïðîîáðàç óíèâåðñóìà V_β îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f. Ïîíßòíî, œòî ||X_β|| ñóùåñòâóåò è ||X_β|| ⩽ ||V_β|| < τ â ñèëó âûáîðà α. Òîãäà τ = ⋃ β<α X_β . Îòñþäà è èç òåîðåìû î ñóììå

ìîùíîñòåé âûòåêàþò íåðàâåíñòâà: τ ⩽ ∑ β<α ||X_β|| ⩽ τ||α|| = τ, œòî ïðîòèâîðåœèò ðåãóëßðíîñòè êàðäèíàëà τ.

Òåïåðü ìû óñòàíîâèì îäèí íåìàëîâàæíûé ôàêò èç ìàòåìàòèœåñêîé ëîãèêè, êàñàþùèéñß ñîâìåñòíîñòè òåîðèé ZFC è ZFC+SI. Èìåííî, ìåòîäîì ïîñòðîåíèß ìîäåëè ìû äîêàæåì â ñëåäóþùåé òåîðåìå, œòî ñîâìåñòíîñòü òåîðèè ZFC+SI âëåœåò ñîâìåñòíîñòü ZFC. Ýòîò ïðèìåð ïðèâîäèòñß çäåñü íå òîëüêî êàê ìàòåìàòèœåñêèé ðåçóëüòàò, îí òàêæå ßâëßåòñß íàãëßäíîé èëëþñòðàöèåé ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà îòíîñèòåëüíîé íåïðîòèâîðåœèâîñòè ôîðìàëüíûõ àêñèîìàòèœåñêèõ òåîðèé ïóòåì ïîñòðîåíèß ìîäåëè.

Ïîßñíèì êîðîòêî ñóòü ìåòîäà ìîäåëåé. Ïóñòü ó íàñ èìååòñß ôîðìàëüíàß àêñèîìàòèœåñêàß òåîðèß (äàëåå ïðîñòî òåîðèß) T â ßçûêå ïåðâîãî ïîðßäêà (êàê, íàïðèìåð, ZF), îïðåäåëåííàß ñâîèìè àòîìàð-

7Ìû ïðåäëàãàåì œèòàòåëþ ïðîâåðèòü ýòîò ôàêò, ïîëüçóßñü òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé.

íûìè ôîðìóëàìè φ_1(x_1, . . . , x_{k1} ), . . . , φ_n(x_1, . . . , x_{kn} ) (à â òåîðèè ìíîæåñòâ åñòü ëèøü åäèíñòâåííàß àòîìàðíàß ôîðìóëà — ïðèíàäëåæíîñòü), êîíñòàíòàìè è ïåðåìåííûìè (â òåîðèè ZF, àêñèîìû êîòîðîé ìû ðàññìàòðèâàëè â § 1.1, ñóùåñòâóåò ëèøü îäèí ñîðò ïåðåìåííûõ, íàçâàííûõ íàìè ìíîæåñòâàìè), à òàêæå íàáîðîì çàìêíóòûõ ôîðìóë, íàçûâàåìûì àêñèîìàòèêîé ýòîé òåîðèè.^8

Îïðåäåëåíèå 3.14. Ìû ãîâîðèì, œòî ìíîæåñòâî M ßâëßåòñß ìîäåëüþ òåîðèè T, åñëè íà ìíîæåñòâå M çàäàíû òàêèå îòíîøåíèß R_1(x_1, . . . , x_{k1} ), . . . , R_n(x_1, . . . , x_{kn} ), œòî ïðè çàìåíå àòîìàðíûõ ôîðìóë φ_1, . . . , φ_n òåîðèè T íà îòíîøåíèß R_1, . . . , R_n ñîîòâåòñòâåííî è êîíñòàíò òåîðèè Ò íà íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, ïðèíàäëåæàùèå M, àêñèîìû òåîðèè Ò ñòàíîâßòñß èñòèííûìè óòâåðæäåíèßìè íà ìíîæåñòâå M (òî åñòü ïðè òîì óñëîâèè, œòî âñå ïåðåìåííûå â ïîëóœåííûõ àêñèîìàõ ïðîáåãàþò èñêëþœèòåëüíî ìíîæåñòâî M).

Ôîðìóëû, ïîëóœåííûå â ðåçóëüòàòå óêàçàííîé çàìåíû àòîìàðíûõ ôîðìóë è êîíñòàíò, íàçûâàþòñß èíòåðïðåòàöèßìè ôîðìóë òåîðèè Ò íà ìíîæåñòâå M.

Çàìåœàíèå 1. Íàøå îïðåäåëåíèå ìîäåëè òåîðèè èìååò íåñêîëüêî áîëåå óïðîùåííûé âèä, œåì ýòî îáûœíî ïðèíßòî â êíèãàõ ïî ìàòåìàòèœåñêîé ëîãèêå (ñì., íàïðèìåð, [3, 4]). Ìû íàìåðåííî ïðèâîäèì òàêîå îïðåäåëåíèå, ïîñêîëüêó íàì ýòîãî áóäåò äîñòàòîœíî äëß äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìû è â òî æå âðåìß ýòî äàåò ïðåäñòàâëåíèå œèòàòåëþ î ìåòîäå ìîäåëåé äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðåœèâîñòè àêñèîìàòèœåñêèõ òåîðèé.

Â òîì ñëóœàå, êîãäà T åñòü àêñèîìàòèœåñêàß òåîðèß ìíîæåñòâ (íàïðèìåð, ZFC+SI), äëß ïîñòðîåíèß ìîäåëè íàì íåîáõîäèìî ëèøü óêàçàòü ìíîæåñòâî-ìîäåëü è íåêîòîðîå áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ýòîì ìíîæåñòâå, êîòîðîå áóäåò èíòåðïðåòèðîâàòü îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè â òåîðèè Ò. Œàñòî â êàœåñòâå òàêîãî îòíîøåíèß R áåðóò ñàìî îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè. Äëß óäîáñòâà âîñïðèßòèß ìû áóäåì ðàçëèœàòü ïåðåìåííûå â èñõîäíîé òåîðèè Ò è ïåðåìåííûå â ìîäåëè (òî åñòü ïåðåìåííûå, ïðîáåãàþùèå èñêëþœèòåëüíî ìíîæåñòâîìîäåëü). Äëß ïåðåìåííûõ â ìîäåëè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàëûå ãîòèœåñêèå áóêâû, â òî âðåìß êàê ïåðåìåííûå òåîðèè Ò, ñëåäóß èäåîëîãèè § 1.1, áóäóò îáîçíàœàòüñß ìàëûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â êàœåñòâå îòíîøåíèß R, ìîäåëèðóþùåãî îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè, ìû âûáèðàåì ñàìî æå îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè, òî àòîìàðíîé ôîðìóëå x ∈ y òåîðèè Ò ñîîòâåòñòâóåò

8Áîëåå ïîäðîáíîå è ñòðîãîå èçëîæåíèå ñì. â [3], ãëàâà 2.

ôîðìóëà x ∈ y, â êîòîðîé ïåðåìåííûå x, y ïðîáåãàþò èñêëþœèòåëüíî ìíîæåñòâî M.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, œòî ìû ïîñòðîèëè ìîäåëü M òåîðèè Ò. Åñëè òåîðèß Ò ïðîòèâîðåœèâà, òî â íåé ìîæíî íàéòè òàêóþ ôîðìóëó φ, êîòîðàß âûâîäèìà â òåîðèè Ò âìåñòå ñ åå îòðèöàíèåì (ò. å. ⌉φ òàêæå âûâîäèìà â Ò). Îœåâèäíî, â ýòîì ñëóœàå èíòåðïðåòàöèè ôîðìóë φ è ⌉φ âûâîäèìû â ðàìêàõ ìîäåëè M. Òîãäà ìîäåëü M ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðåœèþ. Òàêèì îáðàçîì, èç ñîâìåñòíîñòè òåîðèè ìíîæåñòâ (ZFC, ZF, ZFC+SI, ZFC+CH è ò. ï.), â êîòîðîé ìû ñòðîèëè ìîäåëü, âûòåêàåò è ñîâìåñòíîñòü òåîðèè Ò. Ïîñêîëüêó çäåñü ñîâìåñòíîñòü òåîðèè ìíîæåñòâ, â êîòîðîé ñòðîèòñß ìîäåëü òåîðèè Ò, èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåïðîòèâîðåœèâîñòè Ò, òî ñîâìåñòíîñòü òåîðèè Ò íàçûâàþò îòíîñèòåëüíîé.

Íà ñåãîäíßøíèé äåíü áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ ïî íåïðîòèâîðåœèâîñòè òåîðèé ßâëßþòñß èìåííî îòíîñèòåëüíûìè. Ïðè ýòîì íåïðîòèâîðåœèâîñòü ñàìîé èñõîäíîé òåîðèè ìíîæåñòâ (êàê ïðàâèëî ýòî ZF èëè ZFC) ñœèòàåòñß èñòèíîé, èáî íà ïðîòßæåíèè íåñêîëüêèõ äåñßòèëåòèé èíòåíñèâíûõ èññëåäîâàíèé â íåé íå áûëî ïîëóœåíî íè îäíîãî ïàðàäîêñà.

Ïåðåéäåì, íàêîíåö, ê óïîìßíóòîé âûøå òåîðåìå, â êîòîðîé ìû ïîñòðîèì ìîäåëü äëß òåîðèè ZFC â íåêîòîðîé áîëåå ñèëüíîé òåîðèè — ZFC+SI. Äàííàß ìîäåëü, ïîíßòíî, ßâëßåòñß òàêæå è ìîäåëüþ ZF, îäíàêî â ñîâìåñòíîñòè ZF ìû âñå æå áîëåå óâåðåíû, œåì â ñîâìåñòíîñòè ZFC+SI, ïîýòîìó íå ñòîèò ñœèòàòü äàííóþ òåîðåìó íàäåæíûì äîêàçàòåëüñòâîì íåïðîòèâîðåœèâîñòè òåîðèè Öåðìåëî—Ôðåíêåëß. Ýòà òåîðåìà ßâëßåòñß íå áîëåå œåì êðàñèâîé è íàãëßäíîé èëëþñòðàöèåé ìåòîäà ìîäåëåé, îïèñàííîãî â äàííîì ïàðàãðàôå.

∘Òåîðåìà 3.36. Åñëè τ — ïåðâîå ñòðîãî íåäîñòèæèìîå êàðäèíàëüíîå œèñëî, òî V_τ — ìîäåëü ZFC (â ñèìâîëàõ: Con(ZFC+SI)→ Con(ZFC)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííîé âûøå èäåîëîãèåé, ïðåäïîëîæèì, œòî àòîìàðíîé ôîðìóëå x ∈ y òåîðèè ZFC ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëà x ∈ y òåîðèè ZFC+SI, ãäå ïåðåìåííûå x è y ïðîáåãàþò èñêëþœèòåëüíî ìíîæåñòâî V_τ . Òåïåðü íàì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü àêñèîì ZFC (òîœíåå, èõ èíòåðïðåòàöèé) â óíèâåðñóìå V_τ . Ïî ìåðå íàäîáíîñòè ìû áóäåì ââîäèòü è äðóãèå ãîòèœåñêèå áóêâû â êàœåñòâå ïåðåìåííûõ, ïðîáåãàþùèõ ìíîæåñòâî V_τ .

1) Àêñèîìà ýêñòåíñèîíàëüíîñòè. Çäåñü íàì ñëåäóåò ïðîâåðèòü, œòî

(x = y) → ((x ∈ z) → (y ∈ z)).

Ïóñòü x, y, z ∈ V_τ . Ïî àêñèîìå ýêñòåíñèîíàëüíîñòè òåîðèè ZFC +SI (à îíà, ïîíßòíî, èìååò òîò æå âèä, œòî è îäíîèìåííàß àêñèîìà òåîðèè ZFC), ïîëóœàåì (x = y) → ((x ∈ z) → (y ∈ z)), à ïîñêîëüêó x, y, z ∈ V_τ , òî èõ ìîæíî çàìåíèòü íà x, y, z ñîîòâåòñòâåííî, è òåì ñàìûì ïîëóœèòü òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

2) Àêñèîìà ïóñòîãî ìíîæåñòâà. Ôîðìàëüíî íàì ñëåäóåò ïðîâåðèòü ôîðìóëó ∃u ∀z z /∈ u, à ôàêòèœåñêè íàì íàäî óêàçàòü ìíîæåñòâî, ïóñòîå â V_τ . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ∅, îïðåäåëßåìîå àêñèîìîé ïóñòîãî ìíîæåñòâà òåîðèè ZFC+SI, ßâëßåòñß ýëåìåíòîì óíèâåðñóìà V_τ (ò. ê. ∅ = V_0 ∈ V_τ ïî ñâîéñòâàì óíèâåðñóìîâ), òî îíî, îœåâèäíî, íå èìååò ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ V_τ . Òàêèì îáðàçîì, ∅ — ïóñòîå â V_τ , œòî è òðåáîâàëîñü.

3) Àêñèîìà ïàðû. Òåïåðü ìû óæå íå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñß ñòðîãî ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà, œòîáû íå ïîãëîòèòü îáèëèåì ëîãèœåñêîé ñèìâîëèêè ñóòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Èòàê, òåïåðü íàì íàäî ïðîâåðèòü, œòî äëß ëþáûõ ìíîæåñòâ x, y ∈ V_τ ïàðà {x, y} òàêæå åñòü ýëåìåíò V_τ .

Ïîñêîëüêó τ åñòü ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî V_τ = ⋃ α<τ V_α. Ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò α < τ òàêîé, œòî x, y ∈ V_α, îòêóäà {x, y} ⊆ V_α, îòêóäà {x, y} ∈ Exp(V_α) = V_{S(α)}. À ïîñêîëüêó S(α) < τ, òî {x, y} ∈ V_τ .

4) Àêñèîìà îáúåäèíåíèß. Ïóñòü x ∈ V_τ . Ïîêàæåì, œòî ∪x ∈ V_τ . Àíàëîãèœíî ïðåäûäóùåìó ïîëóœàåì, œòî x ∈ V_α ïðè íåêîòîðîì α < τ. Ïîñêîëüêó x ⊆ V_α ïî ñëåäñòâèþ 3.33, òî äëß êàæäîãî v ∈ x èìååì v ∈ V_α è, çíàœèò, v ⊆ V_α. Ïîýòîìó ∪x ⊆ V_α. Òîãäà ∪x ∈ V_{S(α)}, îòêóäà ∪x ∈ V_τ .

5) Àêñèîìà ñòåïåííîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòü x ∈ V_τ . Ïðîâåðèì, œòî Exp(x) ∈ V_τ . Âíîâü ñóùåñòâóåò α < τ òàêîé, œòî x ⊆ V_α. Ïîýòîìó Exp(x) ⊆ V_α è, ñëåäîâàòåëüíî, Exp(x) ∈ V_{S(α)}, îòêóäà Exp(x) ∈ V_τ .

6) Ñõåìà àêñèîì ñîäåðæàòåëüíîñòè. Ïóñòü φ(x) — ôîðìóëà ßçûêà ZF ñî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x. Åå èíòåðïðåòàöèåé íà ìíîæåñòâå V_τ ßâëßåòñß ôîðìóëà φ(x).^9 Ïóñòü A ∈ V_τ . Ïîêàæåì òîãäà, œòî ìíîæåñòâî B = {x ∈ A| φ(x)} ñóòü ýëåìåíò óíèâåðñóìà V_τ .

9Ïîñêîëüêó â ßçûêå ZF (ñì. § 1.1) íåò êîíñòàíò è äðóãèõ òåðìîâ, êðîìå ïåðåìåííûõ, à àòîìàðíûå ôîðìóëû êàê â ZFC, òàê è â ZFC+SI (â èíòåðïðåòàöèè íà ìíîæåñòâå) èìåþò îäèíàêîâûé âèä, òî äëß ïîëóœåíèß èíòåðïðåòàöèé ôîðìóë íàì, ïîíßòíî, äîñòàòîœíî ëèøü ïðîèçâåñòè ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ.

Ïðè íåêîòîðîì α < τ èìååì A ⊆ V_α, îòêóäà íåòðóäíî âèäåòü, œòî ìíîæåñòâî B åñòü ýëåìåíò V_{S(α)}. Ïîýòîìó B ∈ V_τ .

7) Àêñèîìà ðåãóëßðíîñòè. Ïðîâåðêà ýòîé àêñèîìû àíàëîãèœíà ïðåäûäóùèì.

8) Ñõåìà àêñèîì ïîäñòàíîâêè.^{10} Ýòà ñõåìà àêñèîì ãîâîðèò î ñëåäóþùåì. Åñëè èìååòñß íåêàß ôîðìóëà φ(x, y) ñ äâóìß ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè x, y, è íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå A äàííàß ôîðìóëà îïðåäåëßåò (x → y)-îòîáðàæåíèå, ò. å. çàäàåò ôóíêöèþ, òî îáëàñòü çíàœåíèé ýòîãî îòîáðàæåíèß (ôóíêöèè) åñòü ìíîæåñòâî.

Äëß ïðîâåðêè ýòîé àêñèîìû â íàøåé ìîäåëè òåîðèè ZFC íàì íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü ñëåäóþùåå. Âìåñòî ôîðìóëû φ(x, y) ìû ðàññìîòðèì ôîðìóëó φ(x, y), â êàœåñòâå ìíîæåñòâà A ìû âîçüìåì ýëåìåíò A óíèâåðñóìà V_τ , íà êîòîðîì φ îïðåäåëßåò (x → y)-îòîáðàæåíèå, è äîêàæåì, œòî îáëàñòü çíàœåíèé ïîëóœåííîãî îòîáðàæåíèß òàêæå åñòü ýëåìåíò V_τ .

Îáîçíàœèì äàëåå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëßåìîå ôîðìóëîé φ, œåðåç f. Ïîíßòíî, œòî f : A → V_τ . Ïîíßòíî òàêæå, œòî ran (f) ⊆ V_τ .^{11} Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, œòî ran (f) ∈ V_τ .

Êàê è ðàíüøå, íåòðóäíî ïîëóœèòü, œòî ïðè íåêîòîðîì α < τ èìååì A ⊆ V_α. Îòñþäà, à òàêæå èç AC è òåîðåìû 3.35 âûòåêàåò, œòî ||A|| < τ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g : A → τ òàêóþ, œòî g(a) = rank(f(a)). Îáîçíàœèì œåðåç γ ñóïðåìóì âñåõ g(a), a ∈ A. SSñíî, œòî γ ⩽ τ. Ïðåäïîëîæèì, œòî γ = τ. Òîãäà êàðäèíàë τ ïðåäñòàâèì êàê îáúåäèíåíèå ìåíüøèõ åãî îðäèíàëîâ â œèñëå ||A||. Îòñþäà íåòðóäíî ïîëóœèòü, œòî τ = ∑ a∈A ||g(a)||, ||g(a)|| < τ. Ïîëóœåíî ïðîòèâîðåœèå ñ ðåãóëßðíîñòüþ êàðäèíàëà τ. Ïîýòîìó γ < τ. Òåïåðü, ïîñêîëüêó äëß êàæäîãî a ∈ A èìååì f(a) ⊆ V_{rank(f(a))}, òî äëß êàæäîãî a ∈ A â ñèëó ìîíîòîííîñòè V_β ïî β ïîëóœàåì f(a) ⊆ V_γ è, ñëåäîâàòåëüíî, f(a) ∈ V_{S(γ)}. Íî òîãäà ran (f) ïðèíàäëåæèò ê óíèâåðñóìó V_{S(S(γ))}, êîòîðûé â ñèëó ïðåäåëüíîñòè îðäèíàëà τ, åñòü ïîäìíîæåñòâî óíèâåðñóìà V_τ .

Èòàê, ran (f) ∈ V_τ .

9) Àêñèîìà áåñêîíåœíîñòè. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé àêñèîìû â íàøåé ìîäåëè âûòåêàåò èç òîãî, œòî ω ⊆ V_ω, ò. å. ω ∈ V_{S(ω)}, à çíàœèò, ω ∈ V_τ .

10) Ñïðàâåäëèâîñòü èíòåðïðåòàöèè àêñèîìû âûáîðà íà ìíîæåñòâå V_τ îœåâèäíà â ñèëó òîãî, œòî àêñèîìà âûáîðà ïðèñóòñòâóåò â

10Çäåñü è òîëüêî çäåñü ìû èñïîëüçóåì ñòðîãóþ íåäîñòèæèìîñòü êàðäèíàëà τ è àêñèîìó âûáîðà!

11Íàïîìíèì, œòî œåðåç ran (f) îáîçíàœàåòñß îáëàñòü çíàœåíèé ôóíêöèè f.

òåîðèè ZFC+SI è òåì ñàìûì îáåñïåœèâàåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè âûáîðà íà ëþáîì ýëåìåíòå óíèâåðñóìà V_τ .

Èòàê, ìíîæåñòâî V_τ ßâëßåòñß ìîäåëüþ òåîðèè ZFC. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîñòðîåííàß ìîäåëü òåîðèè ZFC ïðèìåœàòåëüíà ïî êðàéíåé ìåðå ïî òðåì ïðèœèíàì. Âî-ïåðâûõ, ýòî ìîäåëü íà ìíîæåñòâå. Âåäü ïîëüçóßñü îïðåäåëåíèåì ïîñòðîåíèß ìîäåëè ìû ìîãëè áû ïîëóœèòü èìïëèêàöèþ Con(ZFC+SI)→Con(ZFC) áîëåå ïðîñòûì ïóòåì, à èìåííî, óêàçàâ òîæäåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ôîðìóë â ýòèõ òåîðèßõ (ïðè ýòîì ìîäåëüþ òåîðèè ZFC â ZFC+SI ñòàëî áû óæå íå ìíîæåñòâî, à êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ V, íà âûâîä óêàçàííîé èìïëèêàöèè ýòî íèœóòü íå ïîâëèßëî áû). Îäíàêî ìîäåëü íà ìíîæåñòâå âñåãäà áîëåå ïðèâëåêàòåëüíà ñ òîœêè çðåíèß ìàòåìàòèœåñêîé ëîãèêè, îñîáåííî, åñëè ìíîæåñòâî-ìîäåëü âîñïðèíèìàåòñß â èíòóèòèâíîì ñìûñëå. Êðîìå òîãî, ýòà æå ìîäåëü ßâëßåòñß, îœåâèäíî, ìîäåëüþ òåîðèè GB+AC,^{12} ïîñêîëüêó â êàœåñòâå èíòåðïðåòàöèè êëàññà íà äàííîé ìîäåëè äîñòàòîœíî áðàòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà V_τ .

Âî-âòîðûõ, àêñèîìà âûáîðà â ZFC+SI äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ôóíêöèþ âûáîðà íà âñåì óíèâåðñóìå V_τ . À ýòî îçíàœàåò, œòî V_τ ßâëßåòñß ìîäåëüþ äëß áîëåå ñèëüíîé òåîðèè, œåì GB+AC, — äëß òåîðèè GB+GC, ãäå ïîñðåäñòâîì GC ìû îáîçíàœàåì àêñèîìó ãëîáàëüíîãî âûáîðà, óòâåðæäàþùóþ, œòî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå C êëàññà V â êëàññ V òàêîå, œòî äëß êàæäîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X èìååì C(X) ∈ X. Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìà ãëîáàëüíîãî âûáîðà ñîâìåñòèìà ñ òåîðèåé ìíîæåñòâ è êëàññîâ (òåîðèåé GB), åñëè òîëüêî ñ ZF ñîâìåñòèìû îäíîâðåìåííî AC è SI (â ñèìâîëàõ: Con(ZFC+SI)→Con(GB +GC)).

Â-òðåòüèõ, ïîñêîëüêó τ /∈ V_τ (τ = In_0), â ìîäåëè V_τ èñòèííî îòðèöàíèå SI. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, œòî îïðåäåëåíèå ñòðîãî íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëüíîãî œèñëà, ïðèíàäëåæàùåãî óíèâåðñóìó, ðàâíîñèëüíî ýòîìó æå îïðåäåëåíèþ ñ óñëîâèåì, œòî âñå ïåðåìåííûå, óœàñòâóþùèå â îïðåäåëåíèè, ïðîáåãàþò èñêëþœèòåëüíî äàííûé óíèâåðñóì. Ýòî íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ïîëüçóßñü òðàíçèòèâíîñòüþ óíèâåðñóìà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè àêñèîìà SI ñîâìåñòíà ñ ZFC, òî è åå îòðèöàíèå òàêæå ñîâìåñòíî ñ ZFC (Con(ZFC+SI)→Con(ZFC+⌉SI)), ò. å. SI â ýòîì ñëóœàå íå çàâèñèò îò àêñèîì ZFC.

12Òåîðèß GB — ýòî òåîðèß Ãĳäåëß—Áåðíàéñà [7], ßâëßþùàßñß ðàñøèðåíèåì òåîðèè ZF. GB âêëþœàåò êîíåœíîå œèñëî àêñèîì (â îòëèœèå îò ZF, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóþò ñõåìû àêñèîì), íî ñîäåðæèò äâà ñîðòà ïåðåìåííûõ — ìíîæåñòâà è êëàññû. Ýòà òåîðèß ôîðìàëèçóåò ïîíßòèå êëàññà, îïèñàííîå íàìè â § 1.7. Èçâåñòíî [7], œòî óòâåðæäåíèå Con(ZF) ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ Con(GB).

Ëèòåðàòóðà

1. Êàíòîð Ã. Òðóäû ïî òåîðèè ìíîæåñòâ, Ì., ¿Íàóêà£, 1985. 2. Àðõàíãåëüñêèé À. Â. Êàíòîðîâñêàß òåîðèß ìíîæåñòâ, ÌÃÓ, 1988. 3. Êîëìîãîðîâ À. Í., Äðàãàëèí À. Ã. Ââåäåíèå â ìàòåìàòèœåñêóþ ëîãèêó, Ì., Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1982.

4. Êîëìîãîðîâ À. Í., Äðàãàëèí À. Ã. Ìàòåìàòèœåñêàß ëîãèêà. Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû, Ì., Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1984.

5. Ãèëüáåðò Ä. Îñíîâàíèß ãåîìåòðèè, Ì.-Ë., Ãîñòåõèçäàò, 1948. 6. Ãèëüáåðò Ä., Áåðíàéñ Ï. Îñíîâàíèß ìàòåìàòèêè, ïåð. ñ íåì., Ì., ¿Íàóêà£, 1982.

7. Êîýí Ï. Òåîðèß ìíîæåñòâ è êîíòèíóóì-ãèïîòåçà, ïåð. ñ àíãë., Ì., ¿Ìèð£, 1969.

8. Ñïðàâîœíàß êíèãà ïî ìàòåìàòèœåñêîé ëîãèêå â 4-õ œàñòßõ/Ïîä ðåä. Äæ. Áàðâàéñà, Œ.2 Òåîðèß ìíîæåñòâ, Ì., ¿Íàóêà£, 1982.

9. Êóðàòîâñêèé Ê., Ìîñòîâñêèé À. Òåîðèß ìíîæåñòâ, ïåð. ñ àíãë., Ì., 1970.

10. Éåõ Ò. Òåîðèß ìíîæåñòâ è ìåòîä ôîðñèíãà, Ì., ¿Ìèð£, 1973. 11. Êàíîâåé Â. Ã. Àêñèîìà âûáîðà è àêñèîìà äåòåðìèíèðîâàííîñòè, Ì., ¿Íàóêà£, 1984.

12. Êîëìîãîðîâ À. Í., Ôîìèí Ñ. Â. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, Ì., ¿Íàóêà£, 1976.

13. Õåíë Äæ. Ââåäåíèå â òåîðèþ ìíîæåñòâ, ïåð. ñ àíãë., Ì., ¿Ðàäèî è ñâßçü£, 1993.

14. Àëåêñàíäðîâ Ï. Ñ. Ââåäåíèå â òåîðèþ ìíîæåñòâ è îáùóþ òîïîëîãèþ, Ì., 1977.

Óêàçàòåëü îáîçíàœåíèé

x ∈ y x ïðèíàäëåæèò y (àòîìàðíàß ôîðìóëà ZF) 4 ⌉φ îòðèöàíèå ôîðìóëû φ 4 φ ∧ ψ êîíúþíêöèß ôîðìóë φ è ψ 4 φ ∨ ψ äèçúþíêöèß ôîðìóë φ è ψ 4 φ → ψ èìïëèêàöèß (ñëåäîâàíèå) ôîðìóëû ψ èç ôîðìóëû φ 4 φ ⇔ ψ ýêâèâàëåíöèß (ðàâíîñèëüíîñòü) ôîðìóë φ è ψ 4 ∀x φ(x) äëß ëþáîãî x èñòèííî φ(x) (êâàíòîð âñåîáùíîñòè) 4 ∃x φ(x) ñóùåñòâóåò x, ïðè êîòîðîì φ(x) èñòèííî (êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèß) 4 := ñèìâîë äëß îïðåäåëåíèß îáîçíàœåíèé 5 {a, b} ïàðà ìíîæåñòâ a è b 5 {a} îäíîòîœåœíîå ìíîæåñòâî ñ ýëåìåíòîì a 5 a ∩ b ïåðåñåœåíèå ìíîæåñòâ a è b 5 a ∪ b îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ a è b 6 ∪a îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà a 6 Exp(a) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà a 6 S(a) ïîñëåäóþùåå çà ìíîæåñòâîì a ìíîæåñòâî 6 ∅ ïóñòîå ìíîæåñòâî 6 φ, ψ îáîçíàœåíèß ôîðìóë (óòâåðæäåíèé î ìíîæåñòâàõ) 10 φ(x), φ(x, y) îáîçíàœåíèå ôîðìóë ñ óêàçàíèåì ñâîáîäíûõ ψ(x), ψ(x, y) ïåðåìåííûõ 10

ZF ñèñòåìà àêñèîì Öåðìåëî—Ôðåíêåëß 10 (a, b) óïîðßäîœåííàß ïàðà ìíîæåñòâ a è b 16 A × B ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A è B 17 ran (φ|A) îáëàñòü çíàœåíèé îòîáðàæåíèß, îïðåäåëßåìîãî ôîðìóëîé φ, îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà A 18 ran (f) îáëàñòü çíàœåíèé ôóíêöèè f 19 X ↔ Y ìíîæåñòâà X è Y ðàâíîìîùíû 19, 57 f|_D ñóæåíèå ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâî D 20 f ∘ g ñóïåðïîçèöèß ôóíêöèé f è g 20 f^{−1} ôóíêöèß, îáðàòíàß ê ôóíêöèè f 20 id_A òîæäåñòâåííàß íà ìíîæåñòâå A ôóíêöèß 20 fC îáðàç ìíîæåñòâà C îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f 20 f^{−1}C ïðîîáðàç ìíîæåñòâà C îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f 20

{x_i}_{i∈I} ìíîæåñòâî, ïðîèíäåêñèðîâàííîå ìíîæåñòâîì I 22 [a]_∼, [a] êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà a 23 A/_∼ ôàêòîð-ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ 23 < œàñòèœíîå, ëèíåéíîå èëè âïîëíå óïîðßäîœåíèå íà ìíîæåñòâå èëè êëàññå 23, 40, 65 a ⩽ b òî æå, œòî a < b ∨ a = b 23 (A, <) œàñòèœíî, ëèíåéíî èëè âïîëíå óïîðßäîœåííîå ìíîæåñòâî 23 sup B, inf B òîœíàß âåðõíßß è íèæíßß ãðàíè ìíîæåñòâà B 23 max B, min B ìàêñèìóì è ìèíèìóì ìíîæåñòâà B 23

[a; b] îòðåçîê 25 [a; b), (a; b] ïîëóèíòåðâàë 25

(a; b) èíòåðâàë 25 ω ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ œèñåë, íàèìåíüøèé áåñêîíåœíûé êàðäèíàë 25 0, 1, 2, 3 îáîçíàœåíèß íàòóðàëüíûõ œèñåë 28 n + 1 íàòóðàëüíîå œèñëî, ñëåäóþùåå çà n 28 ∑ C L_x ïðßìàß ñóììà ìíîæåñòâ L_x ïî ìíîæåñòâó C 28

≺ êàíîíèœåñêîå óïîðßäîœåíèå íà ïðßìîé ñóììå èëè ïðßìîì ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâ 28, 30 ∏ C L_x ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ L_x ïî ìíîæåñòâó C 29

R ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ œèñåë 30 R^n ìíîæåñòâî âñåõ n-îê âåùåñòâåííûõ œèñåë 30 2^ω ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ (äâîèœíûõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 30 V êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ 33 Ord êëàññ âñåõ îðäèíàëîâ 37 >, ⩾ ñèììåòðèœíûå îáîçíàœåíèß äëß < è ⩽ 40 |(X, <)| ïîðßäêîâûé òèï âïîëíå óïîðßäîœåííîãî ìíîæåñòâà (X, <) 44 ∑ δ∈Δ α_δ ñóììà îðäèíàëîâ α_δ â ïîðßäêå Δ 47 ∏ δ∈Δ α_δ ïðîèçâåäåíèå îðäèíàëîâ α_δ â ïîðßäêå Δ 47, 51

co_1(a, b) ëåâàß è ïðàâàß êîîðäèíàòû óïîðßäîœåííîé ïàðû co_2(a, b) ìíîæåñòâ a è b 49 π_1B, π_2B ëåâàß è ïðàâàß ïðîåêöèè ìíîæåñòâà B â ïðßìîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ìíîæåñòâ 49 Ord_1 êëàññ íåíóëåâûõ îðäèíàëîâ 49 Δ! ôàêòîðèàë îðäèíàëà Δ 51 AC àêñèîìà âûáîðà 52 Con(T ) óòâåðæäåíèå î ñîâìåñòíîñòè òåîðèè T 52 ZFC òåîðèß Öåðìåëî—Ôðåíêåëß ñ àêñèîìîé âûáîðà 52

7^∗

100 ÓÊÀÇÀÒÅËÜ ÎÁÎÇÍÀŒÅÍÈÉ

AC_ω àêñèîìà ñœåòíîãî âûáîðà 52 ZT òåîðåìà Öåðìåëî 53 ZL ëåììà Öîðíà 53 Q ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ œèñåë 58 CBS òåîðåìà Êàíòîðà—Áåðíøòåéíà—Øðåäåðà 64 Z ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ œèñåë 65 Card êëàññ âñåõ êàðäèíàëîâ 65 Card_τ êëàññ âñåõ êàðäèíàëîâ, íå ìåíüøèõ τ 65 ||X||, Card(X) ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X 66 τ^+ ñëåäóþùèé çà τ êàðäèíàë 68 ℵ_α àëåô ñ îðäèíàëüíûì íîìåðîì α 69 c ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ œèñåë, êîíòèíóóì 72 CH êîíòèíóóì-ãèïîòåçà 73 2^τ ìîùíîñòü ýêñïîíåíòû êàðäèíàëà τ 73 GCH îáîáùåííàß êîíòèíóóì-ãèïîòåçà 73 ∑ i∈A τ_i ñóììà êàðäèíàëîâ τ_i ïî ìíîæåñòâó A 79 ∏ i∈A τ_i ïðîèçâåäåíèå êàðäèíàëîâ τ_i ïî ìíîæåñòâó A 80

τ^λ ñòåïåíü λ êàðäèíàëà τ 82 cf(τ) êîíôèíàëüíûé õàðàêòåð êàðäèíàëà τ 83 In_α α-îå ñòðîãî íåäîñòèæèìîå êàðäèíàëüíîå œèñëî 86 SI àêñèîìà ñóùåñòâîâàíèß ïåðâîãî ñòðîãî íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëüíîãî œèñëà In_0 86 SI_α àêñèîìà ñóùåñòâîâàíèß α-ãî ñòðîãî íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëüíîãî œèñëà 86 V_α α-îå óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî (óíèâåðñóì) 89 U êëàññ âñåõ óíèâåðñóìîâ 89 rank(X) ðàíã ìíîæåñòâà X 90 GB àêñèîìàòèœåñêàß òåîðèß ìíîæåñòâ Ãĳäåëß—Áåðíàéñà 96 GC àêñèîìà ãëîáàëüíîãî âûáîðà 96

Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü

Àêñèîìà âûáîðà 52

— ãëîáàëüíîãî âûáîðà 96 — ñœåòíîãî âûáîðà 52 Àêñèîìàòèêà ZF 10, 11 Àêñèîìû ðàâåíñòâà 13

Áàçèñ Ãàìåëß 58

Áèåêöèß 19

Âïîëíå óïîðßäîœåíèå 25, 34

Âûñøèå àêñèîìû áåñêîíåœíîñòè 87 Ãðàíü ìíîæåñòâà 24 Èíäåêñ 22

Èíäóêöèß 27, 38 Èíúåêöèß 19

Êàðäèíàë 65

— áåñêîíåœíûé 66 — äîìèíàíòíûé 85 — èçìåðèìûé 86 — èçîëèðîâàííûé 70 — êîíåœíûé 66 — ïðåäåëüíûé 70 — ðåãóëßðíûé 83 — ñèíãóëßðíûé 83 — ñëàáî íåäîñòèæèìûé 85 — ñòðîãî (ñèëüíî) íåäîñòèæèìûé 85 Êëàññ 32 Êîíòèíóóì-ãèïîòåçà 73 — îáîáùåííàß 73 Êîíôèíàëüíûé õàðàêòåð êàðäèíàëà 83 Êîðòåæ 30

Ëåììà Öîðíà 53

Ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæå-

ñòâà 24 Ìàêñèìóì ìíîæåñòâà 24 Ìåðà Óëàìà 86 Ìåòîä ìîäåëåé 91 Ìíîæåñòâî áåñêîíåœíîå 57, 71 — — ïî Äåäåêèíäó 72 — êîíåœíîå 57, 71 — — ïî Äåäåêèíäó 72 — íàòóðàëüíûõ œèñåë 25 — íå áîëåå œåì ñœåòíîå 71 — ïîñëåäóþùåå 6 — ðåãóëßðíîå 7 — ñèíãóëßðíîå 7 — ñœåòíîå 71 — óíèâåðñàëüíîå 89 — ôóíäèðîâàííîå 13 Ìîäåëü òåîðèè 91 Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà 66

Îáðàç ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî

ôóíêöèè 20 Îïðåäåëßåìàß œàñòü ìíîæåñòâà 15 Îïðåäåëßåìîãî îòîáðàæåíèß îáëàñòü çíàœåíèé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà 18 Îïðåäåëßåìîå îòîáðàæåíèå 17, 21, 34 Îðäèíàë 37 — ïîñëåäóþùèé 41 — ïðåäåëüíûé 41 Îòíîøåíèå 22 — ýêâèâàëåíòíîñòè 23 Îòîáðàæåíèå 34

102 ÏÐÅÄÌÅÒÍÛÉ ÓÊÀÇÀÒÅËÜ

Ïåðåìåííûå 4, 14

Ïîäêëàññ 34 Ïîäìíîæåñòâî êëàññà 34 Ïîðßäêîâûé òèï 44 Ïðèíöèï ñêâîçíîé öåïè 74 Ïðîãðåññèâíîå ìíîæåñòâî 26 Ïðîèçâåäåíèå âïîëíå óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ 32 — êàðäèíàëîâ 80 — ëèíåéíî óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ 30 — îðäèíàëîâ 47, 51 Ïðîîáðàç ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè 20 Ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ 17, 29

Ðàíã ìíîæåñòâà 90 Ñèíãëǻò 6

Ñòåïåíü êàðäèíàëîâ 82 Ñóæåíèå îòîáðàæåíèß 21 Ñóììà âïîëíå óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ 29 — êàðäèíàëîâ 79 — ëèíåéíî óïîðßäîœåííûõ ìíîæåñòâ 29 — îðäèíàëîâ 47 Ñþðúåêöèß 19

Òåîðåìà Êàíòîðà 67

— Êàíòîðà—Áåðíøòåéíà —Øðåäåðà 64 — Öåðìåëî 53 — î êâàäðàòå 77 — — ìîùíîñòè ïðåäåëà öåïè 75 — — ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèßõ 43 — — ñóììå 78 — îá àëåôàõ 68 — — èçîìîðôèçìå êëàññîâ îðäèíàëîâ 71 Òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî 27

Óíèâåðñàëüíûé êëàññ 89

Óíèâåðñóì 89 Óïîðßäîœåíèå ëèíåéíîå 23 — ïîëíîå 25, 34 — œàñòèœíîå 23 Óïîðßäîœåííàß ïàðà 16

Ôàêòîð-ìíîæåñòâî 23

Ôîðìóëà 4 — Áåðíøòåéíà 83 — Õàóñäîðôà 83 — àòîìàðíàß 4 Ôóíêöèè îáëàñòü çíàœåíèé 19 — — îïðåäåëåíèß 19 — ñóæåíèå 20 Ôóíêöèé ñóïåðïîçèöèß 20 Ôóíêöèß 19 — îáðàòíàß 20 — òîæäåñòâåííàß 20

Öåïü 25

— ñêâîçíàß 25

Ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîæåñòâ 57

Íèêîëàé Èãîðåâèœ Êàçèìèðîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÀÊÑÈÎÌÀÒÈŒÅÑÊÓÞ ÒÅÎÐÈÞ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Ðåäàêòîð

Ïîäïèñàíî ê ïåœàòè xx.xx.2000. Ôîðìàò 60 × 90^1_{16} Áóìàãà òèïîãðàôñêàß İ1.

Ãàðíèòóðà ëèòåðàòóðíàß. Âûñîêàß ïåœàòü. Óñë. ïåœ. ë. 6.9 Óœ.-èçä. ë. 7 Òèðàæ xxx ýêç.

Èçäàòåëüñòâî (íå îïð.)